Universidad
E Continental

Guia de Trabagjo

Economia Matematica
Basica

Joel Jovani Turco Quinto



Presentacion

Primera Unidad

Algebra lineal

Semana 1: Sesion 2

Vectores y espacios euclidianos
Semana 2: Sesion 2

Matrices

Semana 3: Sesion 2

Sistema de ecuaciones lineales
Semana 4: Sesion 2

Tépicos avanzados en dlgebra lineal

Segunda Unidad

Cdlculo de una variable y multivariable
Semana 5: Sesion 2

Cdiculo de una variable

Semana é: Sesién 2

Optimizacién en una variable

Semana 7: Sesién 2

Cdlculo multivariable 1

Semana 8: Sesion 2

Cdlculo multivariable 2

Tercera Unidad

Optimizacion estatica multivariable

Contenido

13

20

22



Semana 9: Sesion 2

Optimizacidn sin restricciones

Semana 10: Sesion 2

Opfimizacion con restricciones de igualdad 1
Semana 11: Sesién 2

Optimizacion con restricciones de igualdad 2
Semana 12: Sesién 2

Estatica comparativa

Cuarta Unidad

Programacién lineal y no lineal
Semana 13: Sesion 2
Programacion lineal

Semana 14: Sesion 2
Programacion no lineal

Semana 15: Sesion 2

Integracién en una variable
Semana 16: Sesion 2

Topicos avanzados en Integracion

Referencias

23

25

27

28

30

31

33

35

37

39



Presentacion

La Guia de Trabajo de la asignatura Economia Matemdtica Bdasica
tiene como propdsito consolidar los conocimientos adquiridos en las clases
presenciales y/o virtuales con apoyo de la bibliografia recomendada. Ayudard
a cenfrarse en los ftipos de problemas, ejercicios y aplicaciones que un
estudiante de economia y finanzas debe al menos dominar, desde lo bdsico
al avanzado.

Este documento sigue la estructura del silabo de la asignatura, dividida
en cuatro unidades. En la primera unidad, llamada dlgebra lineal, se
desarrollan los femas de vectores, matrices, sistema de ecuaciones lineales y
temas avanzados. En la segunda unidad, cdlculo de una variable y
multivariable, se tocan todos los aspectos relacionados al cdiculo y su
aplicaciéon a economia y finanzas. La tercera unidad, optimizacion, consta de
los temas de optimizacion con vy sin restricciones, ademds de la estdtica
comparativa relacionada. Finalmente, la Ultima unidad denominada
programacion lineal y no lineal, contiene dichos temas y de integrales bdsicas
y avanzadas.

Al finalizar la asignatura, el estudiante serd capaz de identificar las
variables y las teorias econdmicas existentes a un nivel inicial. Se espera que
use el dlgebra lineal, cdlculo, optimizacién estatica, y la programacién lineal y
no lineal, para el andlisis de modelos microecondmicos y macroecondmicos.
Para el uso correcto de la presente guia, el estudiante debe culminar primero
con las clases y con las lecturas de la bibliografia recomendada, tanto la parte
tedrica como la prdctica. Luego, el estudiante debe afianzar sus
conocimientos adquiridos con la solucién al conjunto de ejercicios, problemas
y aplicaciones en el campo de la microeconomia y macroeconomia.
Ciertamente encontrard algunos ejercicios retadores; sin embargo, con la
orientacion del profesor y las lecturas de seguro serdn desarrolladas.

Joel Jovani Turco Quinto



Primera Unidad

Algebra lineal



Semana 1: Sesidn 2

Vectores y espacios euclidianos

SECCION: v, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
B T Tor=1 ) 1= H TSR Unidad: 1

NOMBIES Y APEIIAOS: ..ot et e e e e e e

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesién, el estudiante aplica los vectores para el andlisis de modelos

microecondmicos.

Il. Descripcién de la actividad por realizar
1. Sean dos vectores x,y € R™. Demuestre que x y y son orfogonales (x Ly )

sisolo six'y = 0.

2. Determine si los siguientes pares de vectores son ortogonales.
a) x=(05),y=(-5,0) c) x=(-102,3),y =(0,-6,0,0)
b) x=(031),y=(100) d) x=(-1/231),y=(7,0,1)
3. Sean dos vectores x,y € R" y sea 0 el dngulo formado por ellos. Demuestre

que el coseno del dngulo es el siguiente

!

Xy

cos() = ———
© = = Ty

paratodo 0 < 6 < m/2.

4. Determine el dngulo formado por los siguientes pares de vectores



a) x=(15),y=(62) c) x=(-1810),y=(1,-1,-12)
b) x=(121),y=(411) d) x=(2-2-1),y=(011)

5. Dado cada grupo de vectores, use la definicién de independencia lineal

para determinar si son linealmente independientes

a) x=(05),y = (=50) d) x=42),y=(01),z=(-11)
b) x=(25),y = (410) e) x=(131),y=(120),z=(1,-12)
c) x=(42),y=(-28) ) x=131),y=(262),z=(1,-12)

6. indice de precios. Considere una economia de tres bienes. Los precios (p)
y cantidades (q) de bienes en el periodo inicial (t=0) y periodo final (t=1)

se muestran en la siguiente tabla

Precio (t=0) Cantfidad (t=0) Precio (t=1) Cantfidad (t=1)
Bien 1 2 50 1.8 90
Bien 2 1.5 90 2,2 70
Bien 3 0.8 130 1 100

a) Estimar la inflacién (cambio porcentual sobre el nivel de precios) para
esta economia por el indice de Laspeyres.
p'-q°
= pO . qO
b) Estimarla inflacién (cambio porcentual sobre el nivel de precios) para

L

esta economia por el indice de Pasche.
p'-q

PP_pO.qt



Semana 2: Sesidn 2

Matrices
SECCION: v, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
DO C NI et a e e Unidad: 1

NOMBIES Y QAPEIIAOS: «.evveeeeieeeeeeeeeee e
Instrucciones

Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

. Propdsito
Al finalizar la sesién, el estudiante usa las matrices para el manejo de datos y

la estadistica.

Il. Descripcion de la actividad por realizar
1. Calcule el rango de las siguientes matrices, interprete su resultado y diga

si son de rango completo.

1 -2 1 2 010
o)—213] b)[0115]
1 3 1 4 5 3 2

2. Calcule los siguientes determinantes usando i) Laplace, vy ii) Gauss
(convirtiendo en una mafriz triangular superior con operaciones

elementales de filas)

) 9 3 2 c) |AB|
a) A=|1 8 1
325 Lo o1
2 3 4 d D=(5 1 1 o
b) B=|1 0 1 -1 2 1 2
1 2 7




3. Calcular la inversa de las siguientes matrices, usando i) adjunta (A7t =

jadj(A): y ii) Gauss.

1 -2 1 d) D=10-4=10-
a) A=
) ey 0 1 -2 1
I 4 1 6
8 3 1
b)B=(101>
127 Ti1i
1 48 e E={, 1 0 o
c)c=—213> T 21 o
1 6 1



Semana 3; Sesidon 2

Sistema de ecuaciones lineales

SECCION: weeeeeeeeeeeeeeee, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
B T Tor=1 ) (= 3SR Unidad: 1

NOMBIES Y APEIIAOS: ..o e et e e

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesién, el estudiante emplear los métodos de solucidn de sistema

de ecuaciones en modelos macro y microeconédmicos.

Il. Descripcién de la actividad por realizar

1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones, con i) Cramer, ii) inversion de
matrices, iii) Eliminacién Gaussiana, y iv) Gauss-Jordan. (Pista: Recuerde que
primero debemos verificar si (|A| # 0), es decir si es singular o no, todo ello para

verificar si fienen soluciones Unicas, infinitas, o si no tienen solucién.

Xy + 2x3 —x; = =5 X1 +2x;—x3+x,=1

o) X, —50x3 =1 2x; —2x3—x4 = 0
X1 — Xy —3x3=0 c) X +x; —4x3 =1

=0 X;—2x3—X4+x, = 1

2X1_XZ+X3 0
xl—x2—3x3=0

X1+ 2x5 — X3
o) {

2. Modelo IS-LM: economia cerrada Se puede considerar que la economia estd
constituida por dos sectores: el mercado de bienes y servicios, y el monetario. El
mercado de bienes fiene que ver con las siguientes ecuaciones. (Tomada de
Chiang, 2006, p. 109).



C+I+6G
a+b(1-t)Y
= d—ei
= G

Y
C
I
G

donde Y es el PBI o renta, € es el consumo, I es la inversion, G es el gasto publico
(exégeno) determinado por la autoridad fiscal, i es la tasa de interés, ¢ es la tasa
de impuestos, mientras que los demds son pardmetros (positivos) de la economia

(c. b, d, e). Asimismo, el mercado de dinero se define por las siguientes ecuaciones

Yy = C+I+G
C = a+b(1-0)Y
I = d—ei
G = Go

donde Y es el PBl o renta, C es el consumo, I es la inversion, G es el gasto publico
(exdgeno) determinado por la autoridad fiscal, i es la tasa de interés, t es la tasa
de impuestos, mientras que los demds son pardmetros (positivos) de la economia
(c. b, d, e). Asimismo, el mercado de dinero se define por las siguientes ecuaciones

M? = kY —hi
Ms MO

donde Md es la demanda de dinero y Ms es la oferta de dinero (exdgeno)
determinada por el banco central; mientras que los demds son pardmetros (k, h)

positivos. Si el mercado de dinero estd en equilibrio (Ms = Md) se cumple que

Mgy = kY — hi
Por lo tanto, los dos sectores proporcionan el siguiente sistema de ecuaciones:
Y—-C-1I = G,
b(1 —t)Y —C = -a
I+ei = d
kY — hi = M,

Resuelva los siguientes:

a. Escriba el sistema en su forma matricial, considerando que las variables
(enddgenas) de equilibrio aresolver son: Y, C, I e i.

b. Diga si el sistema tiene solucién Unica o no. No olvide que los pardmetros son
positivos.

c. Use el método de Cramery encuentre la solucién equilibro de cada variable.
De ofro lado, en las ecuaciones del mercado de bienes, remplace todas las
ecuaciones en la primera y obtenga una sola ecuacién para el mercado de
bienes, donde las Unicas variables enddgenas serdn Y e i. Es decir, solo tendrd

una ecuacion para el mercado de bienes (IS) y ofra para el mercado de



dinero (LM).

Exprese en forma matricial las dos ecuaciones de del item anterior y resuelva
usando Cramer.

Grafique las dos ecuaciones lineales (IS-LM) del item anterior e identifique los
equilibrios respectivos. En el plano de las ordenadas tendrd a Y y en las

abscisas a i.



Semana 4: Sesidn 2

Tépicos avanzados en dlgebra lineal

SECCION: weeeeeeeeeeeeeeee, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
B T Tor=1 ) (= 3SR Unidad: 1

NOMBIrESs Y APEIIAOS: ..o ettt e

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesién, el estudiante comprende los resultados de formas

cuadrdticas, matrices definidas y particionadas

Il. Descripcién de la actividad por realizar
1. Determine i) los valores y vectores propios de las siguientes matrices, hallando
explicitamente la matriz T; i) rango y el determinante de las siguientes matrices

usando sus valores propios; i) A°; y iv) |4°].
2 1 2 0 0
a) (1 2) c) < 1 2 1)

— -1 0 1
o (3 1)

2. Determinar si las siguientes matrices son definidas (o semidefinidas) posifivas,

negativas o no definidas (Utilice el método de valores propios).

1 0 0 1 1 -1 -2 0 0
a) (0 7 1 0) d) <—1 1 ) a) ( 0 -6 0)
1 10 0 0o 0 o

-5 0 0
0 0 7 el {0 -05 0 2 0 00
b) (3 -2 2 0 0 -1 h (0100
1 10 -3 2 0 0 0 0 6 0
2 01 f)<010) 0 0 03
C)(12) 0 0 02



Segunda
Unidad

Cdiculo de una variable y

multivariable



Semana 5; Sesion 2

Cdlculo de una variable 1

SECCION: v, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
[T Tor=1 0] (= H TR Unidad: 2

NOMBIEs Y APEIAOS: ... et e e

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesidon, el estudiante usa las derivadas en el andlisis de modelos

micro y macroecondmicos.

Il. Descripcién de la actividad por realizar
1. Encuentre la derivada (f'(x)) de cada una de las siguientes funciones.
a) fGx)=(x - 2)2x + 3) e) fx) =ﬁ:"
— -133 x
o) f&) = (x4 27 flf(k) =sk® — (n + &)k
c) f)=1/x

d) f(x)= 2Inx + sin(x)

2. Encuentre la primera (f'(x)), segunda (f'(x)) y tercera (f"'(x)) de las siguientes

funciones.
a) f(x) = 10x'° + 5x% — x c) f(x)=e* — x3
b) f@)=+Vr d) f(x) = 2Inx.sin(x)

3. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a cada una de las siguientes
funciones en el puntox = 1.
a) f(x) = x* + 2e* b) fx) =x°>—-2x3+x -1



c) f) =x—vx
Encuentre la derivada (f'(x)) de cada una de las siguientes funciones.

a) flx)= 1+ 2x)(x — x?) o) fx) = 1-xex*

x*—5x3+/x

b) fx) = —F—

_ (9x—1)(3x%—1/x)

d) f(x) - 4—Inx
Encuentre la primera (f'(x)) y segunda derivada (f'(x)) de cada una de las
siguientes funciones.

_ 2y-1/3
a) fl)= 1 +x+2x%) N fe = ,x+m

b) f(x)= e +x

c) f) =In(x?+x) g fo= ;Z_TX
d) f(x) =55+ h)  f(k) = [k + (k + sin k2)3]*

e) f(x)=V1+2e*

Funciones en economia. A menudo en economia es necesario encontrar las

derivadas de funciones famosas. Calcule sus primeras derivadas e interprete.

a) Lafuncién de costos cUbica: C(q) = aq® + bqg? + cq + d. A su derivada se le
conoce como el costo marginal (Cmg)

b) La funcidn de consumo de Keynes: C(Y) = 2000 + 0,9Y. La derivada se le
conoce como la propension marginal a consumir (PMC).

c) La funcién de producciéon Coob-Douglas: q(k) = AlPk®. A la derivada se le
conoce como el producto marginal del capital (Pmgk).

d) Otra funcién de produccién mds importante es la denominada CES: g(k) =
A[AlP + BkPIYP . A la derivada también se le conoce como el producto

marginal del capital (Pmgk).



Semana é: Sesidon 2

Optimizacion en una variable

SECCION: e, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
DOCENTE: e e a e e e e e e e e e e e Unidad: 2

NOMBIrEs Y APEIIAOS: ...cceeiiie e et

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesion, el estudiante usa el cdlculo y la optimizacién en una

variable para realizar gréficas y andlisis de modelos micro y macroecondmicos.

Il. Descripcién de la actividad por realizar
1. Grdficar las siguientes funciones, indicando los puntos criticos, intervalos de
crecimiento, mdximos y minimos locales (y globales si los hubiese), puntos de

inflexion, intervalos de convexidad.

a) f(x) = —2x% + 8x + 25 300x + 500
b) f(x)= x*—4x3+4x%2+4 e) f(x)= §x3—3x2+5x+3
c) fO)=3x3—ix*-2x+1 ) fx) = xZe*
d) f(x)= f(x) = 2x3 — 45x2 + g) f(x) = xe*

2. Una firma competitiva. La funcién de costo de una empresa competitiva es
C(q) = q® + 10q + 900
Donde se puede observar que el costo variable es CV(q) = ¢° + 10q y el costo fijo

es CF =900.

a) Encuentre el costo marginal (Cmg = dfi—gq)), el costo medio (Cme = %), costo



d)

e)

g

variable medio (CVme = %(q))

y el costo fijo medio (CFme = Cq—F). Grafiquelos

individualmente.

Encuentre la funcion de ofertainversa de la empresa, p = Cmg(q), y grafiquela.
Donde p es el precio. Recuerde que el Cmg es la funcién inversa de la oferta
desde el punto en el que Cmg = CVMe (punto minimo del CVMe).

Asumiendo que p = 80, formule la funcidn de ganancia a maximizar en
términos de q: Max, I1(q) = 1(q) — C(q) . Recuerde que, al ser una empresa
competitiva, I(q) = pq.

Use la condicidon de primer orden para encontrar la cantidad producida
6ptima g+ de la firma.

Determine el gx mdximo relativo con la condicién de segundo orden.
Calcule el beneficio méximo de la empresa, si es que existe.

En un solo grdfico, grafigue la demanda (que es Img = p, es decir una
constante), costo marginal y costo medio; ademds, la cantidad y beneficio

6ptimo.

3. Monopolio uniproducto. Sean las funciones de demanda inversa, ingreso y costo

de un monopolio, respectivamente:

a)
b)

d)

e)

g

P =1200-2Q
1(Q) = 1200Q — 2Q?
C(Q) = Q% —61,25Q% + 1528,5Q + 2000
Encuentre el costo marginal, ingreso marginal y costo medio.
Formule la funciéon de ganancia a maximizar: Max, I1(Q) = 1(Q) — C(Q).
Use la condicidén de primer orden para encontrar la cantidad producida
6ptima @+ del monopolista.
Determine el @+ md&ximo relativo con la condicién de segundo orden.
Calcule el precio que debe cobrar el monopolista.
Calcule el beneficio méximo del monopolista, si es que existe.
En un solo grdfico, grafique la demanda, ingreso marginal, costo marginal y

costo medio; ademds, ubique el precio, la cantidad y beneficio dptimo.



Semana 7: Sesidn 2

Cdlculo multivariable 1

SECCION: weeeeeeeeeeeeeeee, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
[T Tor=1 ) (= 3SR Unidad: 2

NOMBIrES Y APEIIAOS: ..ot

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesidn, el estudiante aplica el cdlculo multivariable en modelos

micro y macroecondmicos.

Il. Descripcién de la actividad por realizar
1. Dadas las siguientes funciones, encuentre las curvas de nivel y graficalas en el

dominio de la funcioén.

a) flxy,x) =x, + Inxy 9) flxy,x) =x1%,

b) flxy,x) =x, +e*1 h)  flxy,x) = %12,

C) flxy,x) =x, —e*1 i) flxyx) =—x —x,
d) flxy,x)=x + Ilnx, ) fle,x) =x% —x2
e)  f(xq,x,) = 2x; + 6x; K)  fQx,x) = xq1/x,

f)  flxy,xp) = (4xy + xz)%

2. Encuentre hasta las derivadas de tercer orden de las siguientes funciones.
a) flxy)=6xy* c) flxy)=mnx*+y*) + 2
b) floy)=0* + xy + y)(xy + d) flxy) =ne+o
y
x +y)



Dadas las siguientes funciones, encuentre las primeras y segundas derivadas, luego
exprésalas de forma del vector gradiente y la matriz hessiana. Evalialas cada una
de ellas en el punto (x,x,) =(1,2) y verifiqgue si las matrices son definidas

(semidefinidas) positivas o negativas.

a) flx,x) =—xf — x5 d) flx,x3) = —x; —x,
b) flxy,x5) = x, — x7 e) flrx,x) =xf—x3
c) flx,x) =x, —2e7%2 f) fla,x2) = x1/%;

Utilice la regla de la cadena para hallar dy/dt en las siguientes funciones.
a) ¥y =fux) =x +x5,dondex; =t2yx, =t3

b) z=f(y) =xlny + ylnx,dondex=t+1yy=Int

c) z=f(@t)=t>+ye¥, dondey=t?

d) z=fxywt) =sf;%,dondex=t2+1, y=vVt?+1 yw=et +1



Semana 8; Sesidon 2

Cdlculo multivariable 2

SECCION: weeeeeeeeeeeeeeee, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
DOCENTE: e e e e e e e e e e e e Unidad: 2

NOMBIES Y QPEIIAOS: «.evvveeieeeeeeeeeeeee e

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar fodo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesion, el estudiante comprende las funciones implicitas, la
estdtica comparativa y polinomios de Taylor para el andlisis en modelos micro

y macroecondmicos.

Il. Descripcién de la actividad por realizar

1. Dada las siguientes funciones implicitas, calcule dz/dx y dz/dy. Sabemos que z =

fxp).
a) 3x+y—-—2z=0 d) x®*+y3+23-32=0
b) xyz + xz3 — xy?z5 =1 e) xY +y*+2z¥=5

c) e¥r=xyz

2. Dados los siguientes sistemas de funciones implicitas, calcule las derivadas
implicitas respecto de cada variable independiente. Las variables dependientes

sony, wy z, mienfras que las independientes son x y r.

) z2=2y+x = 0 y+z+x*+2 = 0
y+x+2 = 0 9 w-—xy—-2x2 = 0
f) Z+x4+2 — 0 2z+x —4 = 0
y—-2x*—-z = 0 xy—2z+x3+r = 0
h) w—2rx = 0
w2—-r+2y—8 = 0



Mercado competitivo. Consideremos el siguiente modelo microecondémico
q=a — Pp + &I
q= ~y +op
donde las ecuaciones representan las funciones de demanda y ofertq,
respectivamente. Las variables precio (p) y cantfidad (q) son las variables
enddégenas (dependientes); y la variable ingreso (I) es la Unica exdgena
(independiente). Los pardmetros a, 8, 8, Y, o son todos positivos.
a) Modifique las ecuaciones llevando todo al primer miembro.
b) Diferencie totalmente las ecuaciones teniendo en cuenta las variables
exdgenas y enddgenas.
c) A confinuacion, despeje y ordene en el primer miembro las variables
enddgenas y en la parte izquierda, las exdégenas.
d) Exprese estas ecuaciones como un sistema, luego divida a ambos lados el
diferencial del ingreso.
e) Resuelva elsistema para encontrar cémo responde el precio y la cantidad de
mercado al cambio del ingreso de las familias; es decir, halle dq/dl y dp/dl.
f)  Finalmente, interprete los resultados de las derivadas. 3Serian estos resultados

matemdaticos consistentes con el andlisis intuitivo que usted realizaria?



Tercera Unidad

Optimizacion estdtica

multivariable



Semana 9; Sesidon 2

Optimizacion sin restricciones

SECCION: weeeeeeeeeeeeeeee, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
DOCENTE: e e e e e e e e e e e e Unidad: 3

NOMBIES Y QPEIIAOS: «.evvveeieeeeeeeeeeeee e

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesion, el estudiante hace uso de las matemdticas de
optimizacién  sin  restricciones para  resolver modelos micro vy

macroecondmicos.

Il. Descripcién de la actividad por realizar
1. Enlas siguientes funciones, encontrar: i) los éptimos (puntos criticos) con la

condicién de primer orden; i) determinar si son mdximos, minimos o ninguna
(ensilladura) con la condicidn de segundo orden; vy iii) calcular el valor méximo o
minimo respectivo.
a) opty,x, z=f(x, y) = —x? - y?
b) opty,x, z=f(x, y) =x*+2y?
C) Opta,x, z=f(x, ) =xy—x+y
d) opty,x, z=f(x, y) =2x*—xy +y?
e) opty,x, z=f(x, y, w) =2x*+xy +y*+ 100 — w(x + y — 200)

2. Maximizacién de la produccién. Suponga que una firma tiene la siguiente funciéon
de produccion.
q=f(k,1) =218 — 0,02113 + 1,97k? — 0,03k3



b)

c)

Calcule las cantidades éptimas de capital y trabajo (k*) y (I*) que debe
contratar la empresa para maximizar su produccion.

Compruebe si en verdad estas cantidades son las que maximizan la
produccioén.

Calcule la produccidén mdaxima, si existe.

Empresa competitiva multiproducto. Una empresa de Huancayo produce dos tipos

de bienes (q; Y q2) que se venden a los precios p; = 12 y p; = 18, respectivamente,

en dos mercados competitivos. Su funcidn de costo es el siguiente.

a)

b)

c)

C(q1,92) = 2qf + @192 + 243
Calcule las cantidades dptimas (g5 vy g5) que debe producir de cada bien esta
empresa para maximizar sus beneficios.
Compruebe si en verdad estas cantidades son las que maximizan la
produccion.

Calcule la produccidén mdaxima, si existe.

Monopolio multiproducto. Una empresa monopolista de Huancayo produce dos

tipos de bienes (Q, y Q,) con las siguientes demandas respectivas.

Q1 =40—2P, + P,
Q2=15+P1_P2

Asimismo, su funcién de costes es el siguiente

a)

b)

c)

d)

e)
f)

C(Q, Q) = Q12 + 0,02 + Q%
De las ecuaciones de demanda, despeje los precios mediante el método de
Cramer.
Formule la funcién de ganancia a maximizar del monopolista en términos de

Q1Y Qz: m(ix M(Q1, Q2) = 1(Q1,Q2) — C(Q1,Q2).

Use la condicién de primer orden para encontrar las cantidades producidas
optimas Qiy Q5 del monopolista.

Determine si Q7 y Q3 son mdximos relativos con la condicion de segundo
orden.

Calcule los precios que debe cobrar el monopolista.

Calcule el beneficio méximo del monopolista, si es que existe.



Semana 10: Sesion 2

Optimizacion con restricciones de igualdad 1

SECCION: weeeeeeeeeeeeeeee, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
DOCENTE: e e e e e e e e e e e e Unidad: 3

NOMBIES Y QPEIIAOS: «.evvveeieeeeeeeeeeeee e

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesidn, el estudionte hace uso de las matemdticas de

optimizacién con restricciones en modelos micro y macroecondmicos.

Il. Descripcidn de la actividad por realizar
1. En las siguientes funciones, dadas las restricciones, encontrar: i) la funcién
lagrangiana; ii) los éptimos (puntos criticos) con la condicién de primer orden; iii)
determinar si son mdaximos, minimos o ninguna (ensilladura) con la condicién de
segundo orden; y iv) Calcular el valor méaximo o minimo respectivo.
a) optyy z=f(x, y) =x*+4y*+6 s.a. 2x—8y =20
b) optyy, z=f(x, y)=xy s.a. x+3y=24
C) optyy z=f(x, y) =x/?yY? sa. x+2y =100
d) optyy, z=f(x, y)=x*+y* sa. x+2y=4
e) optyy z=f(x, y)=3x—y+6 s.a. x*+y?=4
f) optyyw z=f(x, y, w) =x*+y?+w? sa. x—y+2w=6
g) optyyw z=f(x, y, w)=x+y+w sa. xyw=38

h) optyyw z=f(x, ¥y, W=x2+2y—w? sa. 2x—y=20y y+w=0

2. El problema de consumidor. Dado el siguiente problema de maximizacién de la



utilidad (U) del consumidor.

max U(xq, x
Xy X, (11 2)

S.a. p1X1 +Prx; =m

donde x; Y x, son las cantidades de bienes consumidas; p; y p, SONn sus precios

respectivos; y m es el ingreso.

Con las siguientes funciones de utilidad especificas, se le pide: i) plantear la funcién

lagrangiana; i) encontrar las demandas éptimas (puntos criticos) con la condicién

de

primer orden:; iii) determinar si son mdximos, minimos o ninguna (ensilladura) con

la condicion de segundo orden; y iv) Calcular el valor méximo o minimo respectivo

de

la utilidad (funcién indirecta de utilidad) Calcule las cantidades éptimas de

capital y trabajo (k*) y (I*) que debe contratar la empresa para maximizar su

produccion.

a) U(x.xy) = xyx,2,donde @y > 0y a > 0.

b) U(x;.xy) = xfx3~% donde a > 0.

c) U(xy.xy) = (x; —a)*1(x; — b)%,donde a; >0, a,>0,a>0y b > 0.

d) U(xy.x3) =aylnx; + ayInx,, donde a; >0y a, > 0.

e) U(xy.xy) =Inx; + x,.
Minimizacién de costos. Una empresa desea minimizar su costo eligiendo la
cantidad de trabajo (I) y capital (k) a contratar, teniendo en cuenta un nivel
de produccién (q) a alcanzar, dada el proceso de produccién, f(Lk). El
problema por resolver se plantea de la siguiente manera

max C(Lk) =wl+rk
s.a. f(Lk)=q

donde w es el salario por hora y r es el precio del alquiler del capital. Asumiendo
que la funcién de produccién es del fipo Coob-Douglas: f(l, k) = I17%k®,
desarrolle lo siguiente:

a) Formule el problema de optimizacién y la funcién lagrangiana.

b) Use las condiciones de primer orden y encuentre las cantidades 6ptimas de

frabajo y capital que debe contratar la empresa.
c) Con las condiciones de segundo orden determine si los dptimos encontrados

son mAaximos relativos.

Determine el costo minimo (también llamado funcién de costo minimo de



largo plazo).
e) Desarrolle todo lo anterior asumiendo los siguientes datos: a = 1/2, w=2,r =1
y q = 1000.



Semana 11: Sesion 2

Optimizacion con restricciones de igualdad 2

SECCION: weeeeeeeeeeeeeeee, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
DOCENTE: e e e e e e e e e e e e Unidad: 3

NOMBIES Y QPEIIAOS: «.evvveeieeeeeeeeeeeee e

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesién, el estudiante identifica el teorema de la envolvente en

los modelos micro y macroeconédmicos.

Il. Descripcidn de la actividad por realizar
1. Si I miles de dodlares es gastado en mano de obra y k miles de ddlares en
equipamiento, cierta empresa Q(x,y) = 50x/2y?2.
a) Cbémo deberia asignarse 80 000 ddélares entre trabajo y capital para obtener
la produccién mdxima posible.
b) Use el teorema de la envolvente para estimar el cambio en la produccién

maxima si la asignacién decrece en 1000 ddlares.

2. Use el teorema de la envolvente para demostrar los siguientes:
a) Ecuacidon de Roy en un problema de maximizacion de utilidad del
consumidor.
b) Ecuacién de Shepard en un problema de minimizacién de gasto del

consumidor.



Semana 12: Sesion 2

Estatica comparativa

SECCION: weeeeeeeeeeeeeeee, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos

[T Tor=1 0] (= 3SR Unidad: 3

NOMBIres Y APEIIAOS: ..ot et

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesion, el estudiante aplica la estdtica comparativa en modelos

micro y macroecondmicos.

Il. Descripciéon de la actividad por realizar

1. Determine si las siguientes funciones son homogéneas. Si lo son, 3de qué grado?
(Chiang, 2006, p. 389)

a) f(x'}’)=ﬁ e) f(x,y)=xTyz+2xw
b) flxy) = (x?—y?)/? f)  floy) =x*—5yw3

c) fluy)=x>—xy+y?
d) f(y) =2x+y+3xy

2. Sea el producto una funciéon de tres insumos: Q = F(K,L,N) = AK*LPN¢ (Tomada de
Chiang, 2006, p. 390)
a) 3Eshomogénea esta funcion?
b) sBajo qué condicion habria retornos constantes a escala? zRetornos
crecientes a escala?
c) Encuentre la participacién del producto para el insumo N, si se paga por la

cantidad de su producid marginal.



3. Sea la funcién de produccién Q = f(K,L) homogénea de grado 2 (Tomada de
Chiang, 2006, p. 390).

a) Escriba una ecuacién para expresar la propiedad de homogeneidad de
segundo grado de esta funcién.

b) Encuentre la funcidén MPP,. 3Es todavia MPP, una funcién solamente de k,
como en el caso de homogeneidad lineal?

c) sEshomogénea la funcion MPP, en Ky L2 Silo es, 3de qué grado?

4. Suponga que max Ux,y) = (x = 2)(y — 1), s.a.P.x + P,y = m. Encuentre lo siguiente
Y
(no asigne valores numéricos especificos a los pardmetros de precio e ingreso).
a) Escriba la funcién lagrangiana.
b) Encuentre x*,y*,1* en los términos de los parametros Py, Py, m.

c) Verifigue la condicién suficiente del orden segundo para el méximo.



Cuarta Unidad

Programacion lineal y no lineal



Semana 13: Sesidn 2

Programacion lineal

SECCION: weeeeeeeeeeeeeeee, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
DOCENTE: i e e e e e e e e e e e e Unidad: 4

NOMBIES Y QPEIIAOS: «.evvveeieeeeeeeeeeeee e

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesion, el estudiante usa la programacién lineal para resolver

modelos micro y macroecondmicos.

Il. Descripcidn de la actividad por realizar
Los siguientes problemas son adaptados de Sydsceter et al. (2021).
1) Use el método grdfico para resolver los siguientes problemas de programacién

lineal.

a) max Z = 3x+ 4y

3 2y <6
o [
X,y

X+dy<4 y x=0,y=0

b) max Z =10x + 27y
x,

2y <11
SO.{X+ y <
y

2x+5y<20 Y ¥20y=20

Cc) max Z = 2x + 5y
xy

7x—2y<14 y x=>0,y=0

—2x+3y<6
S.O.{
x+y<5

2) Considere el siguiente problema:

max Z=x+y S.Q.

{—x +y<-1
xy

—x+3y<3 yx=0,y=0

a) Verifigue si existe una solucién para este problema.

b) Verifique si existe una solucidn si es que el objetivo es ahora z = —x — y.



Una empresa produce dos tipos de televisores: uno econdémico de tipo A y uno
caro de tipo B. La empresa obtiene una ganancia de US$ 700 por cada televisor
de tipo A y US$ 1 000 por cada televisor de tipo B. Hay tres etapas en el proceso
de produccién, cada uno de los cuales requiere su propio tipo de mano de obra
especializada. La etapa | requiere tres unidades de mano de obra en cada
conjunto de tipo A y cinco unidades de mano de obra en cada conjunto de tipo
B. La cantidad total de mano de obra disponible para esta etapa es 3 900. La
etapa Il requiere una unidad de mano de obra en cada conjunto de tipo Ay tres
unidades en cada conjunto del tipo B. La mano de obra total disponible para esta
etapa es 2 100 unidades. En la etapa lll, se necesitan dos unidades de mano de
obra para cada tipo y se encuentran disponibles 2 200 unidades de mano de obra.
a) zCudntos televisores de cada tipo deberia producir la empresa para
maximizar sus gananciase

b) sCudl esla ganancia obtenida?

Considere el siguiente problema:

{4x+5y£ 20

max Z =2x + 7y s.Q. 3x + 7y < 21 y

x,y

x=0,y=0

c) Resuelva el problema mediante el método grdfico.
d) Reescriba el problema dual y resuélvelo mediante un argumento grdfico.

e) aSoniguales los valores de las funciones objetivo?



Semana 14: Sesion 2

Programacion no lineal

SECCION: weeeeeeeeeeeeeeee, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
DOCENTE: e e e e e e e e e e e e Unidad: 4

NOMBIES Y QPEIIAOS: «.evvveeieeeeeeeeeeeee e

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesion, el estudiante hace uso de la programacién lineal para

resolver modelos micro y macroeconédmicos.

Il. Descripcién de la actividad por realizar
Los siguientes problemas son adaptados de Sydsceter et al. (2021).
1) Considere el siguiente problema:

max Z = —x?—y% sa. x—3y<-10
xy

a) Encuentre la solucién éptima (x*, y*) que resuelve el problema.

b) Verifique si existe una solucién si es que el objetivo es ahora z = —x — y.

2) Problema del consumidor. Considere el siguiente problema:
max U(x,y) =Vx +./y s.a. ppx+p,y<m
x,y
a) Encuentre las funciones de demanda (x*,y*) que optimiza el problema, las

cuales estdn en funcidon a los pardmetros.

b) Verifique silas funciones de demandas son homogéneas de grado cero.

3) Considere el problema:



max U(x,y) = 4—%x2 —4y s.0. 6x—4y<a
x,y
a) Escriba las condiciones de KKT.
b) Resuelva el problema.
c) SiV(a) denota la funcidn de valor mdxima, verifique que V'(a) = 1, donde A es

el multiplicador lagrangiano encontrado en el item anterior.

Considere el problema
max Z(x,y) =%x—y sA. x+e*<yyx=0
xy

a) Escriba el lagrangiano y las condiciones necesarias KKT.

b) Resuelva el problema.

Sean p,, py Y m pardmetros positivos y supongamos que 0 < a < 1. Resuelva el
siguiente problema de demanda del consumidor donde, ademds de la restriccién
presupuestaria, existe un limite superior ¥ que raciona la cantidad del primer bien
puede ser comprado:

max U(x,y) =alnx+ (1 -y sa. px+py<m y x<x
xy



Semana 15; Sesidon 2

Integracién en una variable

SECCION: weeeeeeeeeeeeeeee, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
DOCENTE: e e e e e e e e e e e e Unidad: 4

NOMBIES Y QPEIIAOS: ..evvviveeiieee e

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesion, el estudiante aplica las integrales en una variable para

analizar modelos micro y macroecondmicos.

Il. Descripcidn de la actividad por realizar

1. Caleular las siguientes integrales usando las reglas bdsicas.

a) [x13dx d) [@3+2t-3)dt e*) dx
b) [xvxdx e) [(x—1)?%dx h) fx3+ix+4dx
c) [gdx f) fx—D(x+2)dx D I(E-D)a

o) J—e+

2. Calcular las siguientes integrales usando el método de sustitucion.

x 1 2 -1
a) [ogdx e) [r=dx h) [ x(4x?+1)"ldx
b) [x(1+x2)Sdx f) [ 2xtex+2dx i) ffcj:;i
c) [Vx+2dx gl [(6t% +4t)(t? + )l :
XInx
x x 2 6
d) [e*V1+eXdx t2+ 1)dt K) fﬁdx

3. Cadleular las siguientes integrales usando el método de integracién por partes.



a) [xe*dx e) [xlnxdx i) [(nx)%dx

b) [xe*dx f)  [Inxdx D [xvVl+xd
c) [x?e*dx a) flnTde

1
d) f%dx h) [In4xdx

4. Caleular las siguientes integrales usando el método de integracién por partes.

a) [xe*dx c) [x2e *dx
o) [ xe*dx A

5. Calcular los siguientes integrales usando fracciones parciales:

x* =203 +x%42x-1 1
a) [ ) S
x x?-1
b) fx2+x—2 dx d) fx3+x2+x

6. Calcular las siguientes integrales definidas:

a) Jfyxdx d) [l —thde 9) [, ede
2 2 1 1x2 Ny
b) fl (2x + x?) dx e) fl (2t5 - t_z) dt h) fo x +7):1x+1 dx
3 1 1
c) JL,Gx*—zx¥)dx f) f;(ﬁ +t)dt

7. Hallar el drea comprendida entre las siguientes funciones y = (x —1)? y x = %yz.

Grafigue sus resultados.

8. Hallar las siguientes integrales impropias:

a) f_ow e* dx e) ffooorlxzdx i) flooxisdx

b) [°, xe* dx ) [rLtdr p=1) )T

c) flooxizdx g) fol In x dx k) [ x%e™* dx
d) floo%dx h) fow e dx

9. Excedente del consumidor y productor. Supongamos que las curvas inversas de

oferta y demanda de un bien en particular son, respectivamente,

6000

P=f(Q)=m



P=g@=0Q+10
Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio, luego calcule el excedente del

consumidor y del productor.



Semana 16: Sesion 2

Toépicos avanzados en Integracion

SECCION: weeeeeeeeeeeeeeee, Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
DOCENTE: e e e e e e e e e e e e Unidad: 4

NOMBIES Y QPEIIAOS: ..evvviveeiieee e

Instrucciones
Desarrollar los siguientes ejercicios y problemas de manera individual. Puede
usar todo tipo de materiales como apuntes, formularios, libros, calculadora,

celulares, pdginas Web, entre otros.

l. Propésito
Al finalizar la sesion, el estudiante usa los conceptos avanzados de integrales

para el andlisis de modelos micro y macroecondmicos.

Il. Descripcidn de la actividad por realizar

1. Caleular las siguientes integrales definidas:

Q) i(f;‘z(xz + ax + 3) dx) d)

— %(f:(sz + 2x) dx)
b) % (fol(Zax +2) dx) e) %(fol(xe‘”z) dx)

c) % (foa(Zx) dx)

2. Cadleular las siguientes integrales multiples:

a) f03 f:xdydx e) f01 foy e**Y dxdy

b) fol fol xy dxdy f) fol foz f: xy?z® dxdydz
c) f13 flz(xz —y) dxdy a) fol f; f;ﬁyxz dzdydy
d) J;f) "y dydx h) ) fn Jy dzdydy

3. Estadistica (densidad conjunta). La siguiente pregunta se basa en Haeussler (2015,

p.792). En el estudio de la estadistica, una funcién de densidad conjunta z = f(x, y)



definida sobre una region del plano x,y se representa mediante una superficie en
el espacio. La probabilidad de que
a<x<byc<y<d

estd dada por

d b
P(anSb,cSySd)=f f f(x,y)dxdy
[ a

y se representa mediante el volumen localizado entre la grdfica de f y la regién
rectangular dada por

a<x<byc<y<d
Si f(x,y) = e+ es una funcién de densidad conjunta, donde x>0y y =0,
encuentre

PO0<x<21<y<2)

y escriba su respuesta en términos de e.

Estadistica (densidad conjunta). Tomando en cuenta el problema anterior, sea
flx,y) = 6e~**3¥) parax = 0 yy = 0. Encuentre
P1<x<32<y<4)

y escriba su respuesta en términos de e.
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