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Presentacion

La guia de trabajo de Cdiculo integral ha sido elaborada con el objetivo
de proporcionar a los estudiantes una herramienta prdctica y enfocada en
la resolucién de problemas clave para el dominio de esta importante drea
matemdtica. En lugar de abordar la teoria en profundidad, esta guia se
centra exclusivamente en ofrecer una serie de ejercicios propuestos que
permiten a los estudiantes practicar y aplicar los métodos de integracion
aprendidos en clase.

El cdiculo integral es una disciplina fundamental en matemdticas y ciencias
aplicadas, con aplicaciones esenciales en campos como la fisica, la
ingenieria, la economia y la biologia. La capacidad para resolver integrales
es crucial para abordar problemas relacionados con el cdlculo de dreas
bajo curvas, volumenes de sdélidos y tasas de cambio acumuladas. Por lo
tanto, la prdctica regular con ejercicios es indispensable para desarrollar
una comprension solida y efectiva de estas técnicas.

Cada ejercicio en esta guia ha sido seleccionado cuidadosamente para
cubrir diferentes aspectos de la integracion, desde las técnicas bdsicas
hasta los métodos mds avanzados. Los problemas incluyen integrales de
funciones polindmicas, frigonométricas, exponenciales y racionales,
ofreciendo a los estudiantes una amplia gama de desafios que facilitan el
dominio de los conceptos y métodos de integracion.

Los beneficios para los estudiantes al utilizar esta guia son multiples. En
primer lugar, al resolver los ejercicios propuestos, los estudiantes pueden
aplicar de manera préctica los métodos de integracién, lo que refuerza su
comprensidon tedrica y mejora su capacidad para resolver problemas
concretos. La prdctica con una variedad de problemas también ayuda a
desarrollar habilidades andaliticas y de resolucién de problemas, que son
cruciales tanto para el éxito académico como para la aplicaciéon
profesional de los conocimientos adquiridos.

Ademds, la guia facilita la preparacién para evaluaciones y exdmenes al
permitir a los estudiantes familiarizarse con los tipos de problemas que
podrian encontrar en una evaluacidn formal. La repeticion vy
enfrentamiento a diferentes fipos de ejercicios ayudan a consolidar los



métodos y técnicas de integraciéon, reforzando asi el aprendizaje vy
aumentando la confianza en la materia.

Asimismo, la guia de trabajo se ha dividido en cuatro unidades y que son:
Unidad 1: Integrales indefinidas

Unidad 2: Integrales definidas

Unidad 3: Aplicaciones de la integral definida

Unidad 4: Integrales multiples

Matilde Pena Casa



Primera Unidad

Integrales indefinidas



Semana 1: Sesidn 2
Integral indefinida: antiderivada, integracién

directa e Integracién por cambio de variable

SecciON: .o, Fecha: .../.../[...... Duracion: 60 minutos
DOCENTE! .ottt Unidad: 1
NOMBIres Y APEIIAOS: ..ot
Instrucciones

Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.

Organiza tu trabajo y elige la estrategia adecuada para cada problema.

I. Propésito
Al finalizar la sesidn, el estudiante reconoce las propiedades y férmulas de la
integral definida para aplicarlas en la solucidn de los ejercicios presentes en
la guia de trabagjo.

Il. Descripcién de la actividad por realizar

1. Resuelve los ejercicios planteados tomando en cuenta la teoria aprendida.
2.  Resuelve problemas que involucren encontrar la anfiderivada de diversas

funciones.

3. Aplicareglas bdsicas de integracion para resolver problemas con funciones

simples y compuestas.
4.  Utiliza sustituciones para simplificar y resolver integrales complejas.



Primitivas o antiderivadas

Utilizando la diferenciacién vy la regla de la cadena, verifica el resultado de la
integracién proporcionada, es decir,

a F(x) =f(x) cuando f f(x)dx = F(x)

dx 1 bx—a
]) szxz—a2 o E Ln (bx+a) +C

2) [ dx =—arcta(

b2x2+a?

)+
3 [ e = aresen () +C
AL

dx
4) fm:; arc sec

)fm Ln(bx Vb X2+a2)

6 [ dx = -

(x+q)? p(x+q)

7) fx sm(kx) dx xsm(kx) cos(kx)_l_C

8) | e dx = %(tan‘1 (g) + E) +C

x2+a?

cos(kx) T cos(kx)
f 24,2 X =
x%+a

+ C

10) [ e = - sin ™ (=5 ) +
CTraaTT? . Vo Nreave



Integracion directa

Determinar las siguientes infegrales indefinidas:

1) 1= | /xf-/x)ix Ny 1= (cost+ 32—4tjdt
.. L4 1+t
_ B 3/ 4 A
2 _. &(1 W+Jx7)dx 12) 1 = | (secx+3)%dx
3) 1=](x +2IW jdx 13) 1 i dt
) [~ m_m
4 1= ( szs 14)|:.%X
* J senx
. 2
1= [P 15) 1= [LESen Xy,
) @ J sen?x
- 3_ .
6) | = oX de 16) 1 = 1+sentdt
v W J t—cost
*( 2 2 17) 1 = (2cot2x—3tan2x}1x
7) |: (_3_X_2j dX °
T *[ x¢*! 4 cosa — xeX
(1 &)2 ]8) | = < dx
8) IZJ._?_dX ¢
X ) ) )
2 19) 1 = [cos X — sen Xde
9) |:J-(§/;+X2_5{X2_j dx o sen2x
X
. 2
1+tan“ x
3 20) I = | =2 2 gx
10) |=I(2X+a)xdx =
Jax

Integracion por cambio de variable

l. Resolver las siguientes integrales utilizando el método de sustitucion o cambio
de variable:

1) I(4x—2)4dx 2) j 5 3/3— xdx



3) 3 6dx
J (4-5x)
* 2
4 dx
) J JAX+5
5) 72 73 dx
(a+2x)
6) ! dx
J 7x-3
7) ! dx
J 5—-3x
8) |t/2t? +3 dt
9) 672(12
22
* (5—32 )

3
J't dt
\/a4+3t4
1) I (x+2)° dx
2Ix3 + 6x2 +12x + 4

12) I sen2x [+ 2605 2x dx

13) IsenS (4x)cos(4x) dx

dx

14 J’sen XﬁOS&

Il. Resolver las siguientes integrales utilizando el método de sustitucion o cambio

de variable:

1) I(Zx + 4)sen(x2 +4x - 6}jx

15) J‘ dx

(arcsenx)® +/1— x?
16) J. 5 L dx
Cos” 3X +/2 + tan 3x

X
'°) f 1+x4)amans(xz )

19)_[
\/1+x In X+\/1+X2)

20) J‘arctan e

21) J‘ /arcsegxdx
1-x

" 3— x —arctan2x
22) 5 dx
J 1+ 4x
23) X —~/arctan 3x dx
1+ 9x

24) J‘3+4xarcsen )dx

\J1—X



2) .Senxe—cosxdX 1 J.2x-exp(arcsin(\/xz—3))
¢ ) (4-x2)(x2-3)
u 1
, 13) jdx
3) | sec x tan x - cos(sec x Jdx 2 axeg
senx- e 14) jdx
4 | ———5 & 1+cos? x
J  cos®x
¥ 15) [ ! dx
|
5) (Inx+l) e XM Xdx . J—4X2 _20%-9
o[ *, o T e —
4 + x4 v 9+8X2—X4
d X
7) | = dx 17) © dx
Je “+¢e . 6e” +13
-(XZ Jr:L)ex/x3+3x ~ eX
8) dx 18) dx
o X3 +3x v 42 X 43X
0 * Inx " 19) J‘ COS X dx
J X+/5+3Inx J—Z sen®x + 3senx

x +2 cos \/x3+6xj QO)I sec’ x dx
]O)I dx Jtan X+4tan X +1
\/X + 6X

sec? (arctan(sz))-x2

) f 1+9x6 dx
lll. Resolver las siguientes integrales utilizando un cambio de variable:
1) jxdx+1dx 4) J.xz(x+1)lldx
23 3
2) J.x 3/x +1dx 5) j' X ix
\J1-x2

1
3 I (1+4x)/x "



X
6) Il+e dx

7)'[
o [ st

?)

10)

1)

1-e*

iz,

eX+6

In x
X~/5+3Inx

X
—dX
Ux +2

13)
14)
15) .
16)
17)
18)

19)

20)

4(1
(4x+1)°/2

#dx
1+3/x+5
1

——
(x+2)-/x+1
" 1
———dx
1+-/x
(X_2)2/3

X

X

J(x=2)2"% 43

'(x+2)|
X+/X—3 "
X+3
(c+5) Jxra"
[ (2—-/2x+3),

1-2x

IV. Encuentra el resultado de las siguientes integrales:

4x+5
1) | ———dx
) J.x2 +2X+2
3x-5
2) | ———dx
) J‘xz —-8x+42
3) j 5x+3
X2 +4x+4
4) Zzixdx
J X +6xX+13
¥ 6 — 2X
5) | ——dx
J /8- ax—4x?
*  x+3
6) | ———dx
v VX2-+2X

7) I 47X
Vx +2X—

2X—-3

Mm

3x+2

)‘IVxZ 2x—17

10) [ ——

2x—1

VxZ+4x+4



Aplicacién de la integral indefinida

. . . . , .z . . dN
1. Una sustancia radiactiva se desintegra segun la ecuacién diferencial b

—0.1N, donde N es la cantidad de sustancia y t es el tiempo en anos. Sila
cantfidad inicial es de 500 gramos, encuentra la cantidad N(t) que queda
después de 5 anos.

2. Un objeto se enfria en un ambiente a temperatura constante de 20 °C. La
temperatura del objeto sigue la ecuacién diferenciall % = —0.02(T — 20),

donde T es la temperatura del objeto y t es el fiempo en minutos. Si la
temperatura inicial del objeto es 80°C , encuentra la temperatura T(t)
después de 10 minutos.

3. La carga Q(t) en un condensador de un circuito RC sigue la ecuacién
diferencial z—f = %(E —Q), donde E=12V , R=10Qy C = 1F. Encuenira
Q(t) sila carga inicial es 0.

. .y . ., d?
4. Una masa en un resorte sigue la ecuacion diferencial d—tf +4x = 0, donde x

es la posicién y el término 4 es una constante. Sila posicion inicial es x(0) =
1m vy la velocidad inicial es v(0) = 0 m/s, encuentra la funcién x(t).

.. s . . . dapP
5. El modelo de crecimiento logistico se describe con la ecuacidon i

—0.1P (1 —ﬁ) donde P es la poblacién y t es el tiempo en afios. Si la

poblacién inicial es 100, encuentra la funcidon P(t).

6. Un objeto se mueve en un campo gravitacional donde la fuerza de
2
gravedad varia con la altura h segin % =—go (1 + %) donde g, Y H son

constantes. Encuentra la altura h(t) si la velocidad inicial es v, y la altura
inicial es hy.



Semana 2: Sesidn 2

Integracion por partes

SECCION: oo Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos

Docenfe: ...................................................................................... Unidad: 1

NOMBIes Y APEIIOS: ..o e et

Instrucciones

- Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.

- Organiza tu trabagjo y elige la estrategia adecuada para cada problema.

Propdsito

Al finalizar la sesién, el estudiante emplea el método de integracion por
partes con atencion a la precision matemdtica para abordar los ejercicios
de la Guia de Trabagjo.

Descripcion de la actividad por realizar

1. Resuelva los ejercicios planteados tomando en cuenta la teoria
aprendida.

2. Aplica el método de integracion por partes a cada problema, elige u y
dv apropiadamente, y resuelve cada integral paso a paso. Usa la

formula correctamente y simplifica tus resultados.

Integracioén por partes

I. Determina las siguientes integrales utilizando el método de integracion por

partes:

1) | xsin2xdx 6) [—%—ax

J J sin? x
2) | (x+4) cos4xdx 7) [ xcosx .

’ J sin? x

2 .

3) | X -sec” 3x dx 8) x55ec2(3x3)dx
4) | xcos4xdx 9) J'X63X dx
5) | x-sec5x - tan 5x dx 10) j(2x+1)e7x dx



y X [
1) [6x-3)6) dx 25) | arctan xdx
12) | In x dx 26) | arctan 3x dx
[ In x T
13) | XTdX 27) | arcsin 6x dx
o 2 -
14) K In x dx 28) arc"jﬂ‘&dx
L4 X
15) I\&deX ( arcsin/x
29) dx
15) _[(3x2—2x+3)lnxdx . ‘/;
i s0) [esinX g,
18) | (x+2)/°(3x +1)dx J Ix+1
y ( arcsin/2x
99 31) | ————dx
19) | x(2x +1)7 dx | N
20) 'de 32) | xarctan-/x2 —1dx
o X e
. . 3
21) Lo;X)dx 33) X dx
J cos® x J\4-x?
3 2 r x°
22) J.x cos(x )dx 34) X dx
Sl Y Vaqi2x®
23) I dx [ 7 [ay 4
3 35) | x" V3x™ =5dx
rcsin x dx T
24) Ia csin xd 36) | cosx-In(sin x)dx

ll. Determina las siguientes integrales utilizando el método de integracién por

partes:
1) IxcosBxdx 5) Ixtanz(x)dx
2) j(2x—3)e4x dx 6) jln(4+x2)dx

3) [ xtan*(x)dx . jln(x+m)dx

8) | arctan 3xdx
4 Iln(x +l)dx I

MX+1



?) jarcsin 6x dx

10) | x? arctan (x )dx

1) Ixarcsin(sz)dx

12) _[4x3 arcsin (1jdx
X
2x -
13) fmtan Y(Vx2 +1)dx
14) J.sinx-ln(cosx)dx

]5)'[ x+1
16) Iln(l+2\/_)dx

17) j[% +1j In(\/;+ x)jx
18) jJ—)X'ZZX:?’dx

xln(m)
191 | 24/x

O)_[

21) [ sen(tan x)e™" * sec® x dx

dx

X arctan In x)dx

y
arctan,/y dy
2 | gy ey

lll. Determina las siguientes integrales utilizando el método de integracion por

partes:
1) I(xz +5)2_de
) ISXZ +2x-1
) 4e*
3) _[(SX2 —x+3) sin(x—2)dx
4) I(sz —5x)cos(2x)jx
5) j(xz +5X + 6)c052xdx

dx

2x2 49
6)_[ > dx

7) J(4x? —3x — 1)e** ldx
8) [(2 — 2x — x?) cos(5x + 3) dx

9) [(3x? + x + 2) sin(2 — 3x) dx

10) [x*In?(x)dx
11) [ 4x%In?(4x) dx
L In2(2 42
]Q)IK/; In?(2x?) dx

13) J‘xarctan2 xdx
14) Isin(ln X ) dx
15) [e* cos(2x)dx

16) I3X senxdx

17) jsen(Sx)eSde



18) [sec®(2x — 1)dx 20)  [(2x® —3x) cos(5x — 2)dx
19) [ 4x3e3*Sdx



Semana 3: Sesidn 2
Integracién de funciones trigonométricas,

Integracion por sustitucion trigonométrica

SECCION: e Fecha: .../.../..... Duracién: 60 minutos

DOCENTE! .ot Unidad: 1

NOMDIES Y APEIIAOS: .evviiieieeeeeeecee et e e a e e e e

Instrucciones

- Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.

- Organiza tu frabajo y elige la estrategia adecuada para cada problema.

I. Propésito

Al finalizar la sesidon, el estudiante emplea los diversos métodos de
integracién, incluyendo la sustitucién trigonométrica cuando sea
pertinente, evaluando cuidadosamente cudl es el mds apropiado para
resolver los problemas presentados en la Guia de Trabagjo.

Il. Descripcién de la actividad por realizar

Resuelve los ejercicios planteados fomando en cuenta la teoria aprendida.

Integracién de funciones trigonométricas

[. Calcular las siguientes integrales
ol

1) | sin® 2xdx 2) J.cos5 5x dx
3) |sin2 xcos? xdx 4) | cos® g sin 2 gdx
~ 3 ® - 3
5) | o8 3% gy 6) |5 X gy
J sin? 3x J cos? x
o - 5 o
sin~ 2x
7) | == dX 8) | sin3x-/cosx dx
J ~/C0S2X J
9) sin® 7x cos® 7x dx 10) Isin“ 3x dx



1) J.00365de 12) J‘sinzgcoszgdx

ll. Calcular las siguientes integrales

1. Ictg5xdx 2. J‘tansx«/sec x dx
tan® 2x
3. dx 4. |csc? 3xdx
I sec? 2x -[
5. J‘sec6 Axdx 6. Itanz 5x sec* 5xdx
7. J‘tansl2 2x sec? 2xdx 8. jsinz 2x cos* 2x dx
3x 2
9. j(4—sin?) dx 10. j(cos:%x—sian)2 dx
lll. Calcular las siguientes integrales
1) Isin 2x-sin 9x dx 2) J.sin 2X - cos3x dx
3) IcosSx-cos?xdx 4) Isin(3x+6)-cos(5x+10)dx
5) Isin(% - Xj . sin[% + xj dx 6) [ sin(2x) sin(4x) cos(3x)dx
7) Icolex -c0s20x - c0s30x dx 8) Icosx -€0s2 5x dx

IV. Calcular las siguientes integrales
cot* xsec’ x  tan® x
1 J' 5 + dx
CSC™ X Sec X

dx

2) _[ cos? 4x cos* 4x
csc? 4xsecdx  csc? Axsec4dx

dx

3) J-1+ sen?xcos” x COS X
csc? x sen*xcos® x

3
4) J- senx +cotx 25ec X

11 2 dX
cos' x  secx.csc’ X

5) jctg3x+sen4x y
G Xr e Xy
1—-cos? x

6) J'(tgxdsec X + cscx—23ecxjdx

sec? X Cse X



7) Ictgxsean (

ec? x—tgzx)dx
sec? x

dx

sen®x - cos x
8 [ ;
sen®x - -/cos X + (~/cos x)

9 J‘sec X — ﬂstgxﬁ cen x)i

SeC X.CSC X

10) Icscxtg X.Senx ctg X

sec? x sec3 X

tg®x.sec xdx

Integracion por sustitucion trigonométrica

I. Encuentra Io inTegroI indefinida utilizando la sustitucidn proporcionada:

1)f . sustitucién x =4sen@
16 —x2
2) j%dx, sustitucion x=4sen@
X /16— x°
3) Ix3\/x2—25 dx, sustitucion x=5secé

sustitucion x=5secd

X3
W™
2

X
5) jmdx

sustitucion x=tan@

Il. Encuentra la integral indefinida realizando la sustitucion frigonomeétrica
Odecuodo

’ I(16 X )5/2 9]
X4 =X

3) I@dx 7) :%Xde

4) —dx !

X\ 25x° +16 8 | (4_)(2)7/2[')(



1
9) | —F—=——=0dx 15) | dx
JX2/X2+9 J @2+1fm
3
X . [y
100 |2 dx X<+ 2X
I hi;§' 16) .A—QII—UX
1
17) | ——dx
1) I o2 wz 1+ %2

12) J' X
1-x2 1+x2

13) j x+1 19) I«u2+2x

3X 5 20) dx
141)”1*X J( N

lll. Encuentra la intfegral indefinida realizando la sustitucidon tfrigonométrica
adecuada.
(x+1)?
V=

Vx2—4x+13 dx
)f (2x 3)

(x2+2x— 3)

3”«’%

) f1+vx +1

) f\/21+4x xzd

6) f(xz 2)(x4- 4»xz+5)1/2
) f2x —4-x+4-
V3+2x—x2

dx

8) f\/—4x2 12x d

9”¢m
10 = 1)\/x2—d
-l-l)f .X'—3

13)f sdx
(Vx2- 4x+8)
729

])Jk»nw%FIﬁIfd
]5) J-\/15 x2+2xd



Semana 4: Sesidn 2

Integraciéon mediante fracciones parciales

NY=Telole] o Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos

DOCENTE! ittt et et st Unidad: 1

NOMBIes Y APEIIAOS: ..o e

Instrucciones

- Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.

- Organiza tu trabagjo y elige la estrategia adecuada para cada problema.

I. Propésito
Al finalizar la sesion, el estudiante interpreta los diferentes métodos de
integracién, evaluando cuidadosamente cudl es el mds adecuado para
cada problema presentado en la Guia de Trabagjo, con la finalidad de
resolverlos de manera efectiva y precisa.

Il. Descripcién de la actividad por realizar

Resuelve los ejercicios planteados tomando en cuenta la teoria aprendida.

Integracion por fracciones parciales:

I. Calcular las siguientes infegrales

0o 32x 2x% +41x-91
) > X ) I X
J (2x—1){ax? —16x+15) (x—1)(x+3)x—4)
c Ay2 _Ey_
2) de 8) J‘de
J x° —4x° —5x 5x% +6
. 2 _ 2x+1
3) X —=x+1 dx 9) J'
x* —5x3 +5x2 +5x—6 CTx+6
X+2 10 [
4 J.x +2x% + X2 ) I x*-3x% 42
4x +2x2 +14 1) ( 3x—-2 «
5) 7, | Koy oy oy
5
6) J'x +2x +3 ]Q)fxf_ldx
2
x3 — 4x [ X
13) | ———5—dx
)] x* —5x%+4




14) [ dx
J X7 +3X

2

F X" +x-1
15) | .=~ ——dx
-x3—x2—x+1

—24x3 +30x% +52x +17

16
) Jox* —6x® —11x2 +4x+4
17) [—1
d x2(x+1)?
2
X+3)" dx
18) J.(x—lj X
1
19) dex

5x% +6X+9
20 = 27" dx
) I (x=3)*(x+1)?

ll. Calcular las siguientes integrales
)f (sen?x+2senx—2) cos x

sen3x—3sen?x+4senx—12

) —3x345x2+7x+1
(x=1)2(x2+2x+2)

) f secx tg x
(sec?x+1)(sec?x+2)

sec? x dx

) ftg x+tg x+2tgx+1
tg* x+3tg? x+2

”- cos? x sen x+2senx

(2 cos?x — cos x—1)(cos? x+1)

2

6) f sectx

tan? x+3tanx+2

4 3
F X —X"—x-1
21 - Tdx
) ’ x3 - x?

X 4
X7 —-x“+x-1
e x4 —4x% —14x

b x?_ox-8

e2%
) J.e3"+43"‘—5 x
—x*+4x2%+15
8) fx3 2x2+x— de

) f cos? x sen x+2senx
(cos x—1)(cos? x+1)

—2x* +5x+3
o)1 _I(x+1)(x2 +2x+5)0|X

1) :Isinz(x)+3sin(x)+6 cos(x) dx
sin®(x) +3sin(x)
e“+5 e*dx

2T e g)®



Segundao
Unidad

Integrales definidas



Semana 5:; Sesidon 2

La integral definida: teorema fundamental del

calculo
SECCION: oo Fecha: .../.../..... Duracion: 60 minutos
DOCENTE: e e e e e e e e e e e e e e e e e Unidad: 2

NOMBIres Y APEIIAOS: ..o e et
Instrucciones
- Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.
- Organiza tu trabagjo vy elige la estrategia adecuada para cada problema.
l. Propésito
Al finalizar la sesidn, el estudiante aplica conceptos y técnicas relacionadas

con la integral definida

Il. Descripcién de la actividad por realizar
Resuelve los ejercicios planteados fomando en cuenta la teoria aprendida.
Teorema fundamental del cdlculo

Calcula F'(x) de las siguientes funciones (Use el primer teorema fundamental
del cdlculo)

1) Fx) = [CVI+ % dt
2) Fx) = [ -

1+sen?t

3) F(_X) — ftgx 1

2Z 1+t2
4) F(x) = [ In’tdt
5 F(x) = [ —— dt

0 1-tg?t

Integracion directa

Calcule las siguientes integrales definidas:
-1
8

X—X2 [ 1/3 213
1) dx 2) | (" -t*)dt
I 23x jl



3) [3-[x-3)dx

5) f_31 (5 — ix3) dx

7) I (V- + Y

9) fog sen3(x)dx

) dx

7l2
4) j (2t + cost) dt

—zl2
6) [1x? — 1| dx
8) fon/3(1 + cosx tgx) dx

10) fol(senzx. cos?x) dx



Semana é: Sesidn 2
Métodos de integracién para integrales

definidas: cambio de variable, integracion por

partes
SECCION: oo Fecha: .../...[...... Duracion: 60 minutos
DO C NI et Unidad: 2

NOMBIEs Y APEIIAOS: ..ot et

Instrucciones

- Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.

- Organiza tu trabagjo y elige la estrategia adecuada para cada problema.

l. Propésito
Al finalizar la sesién, el estudiante aplica los métodos de integracioén,
incluyendo el cambio de variable y la integracién por partes, para resolver
integrales definidas, utilizdndolos en la solucidon de problemas especificos
presentes en la Guia de Trabagjo.

Il. Descripcién de la actividad por realizar

Resuelve los ejercicios planteados tomando en cuenta la teoria aprendida.

Integracién por cambio de variable

Calcule las siguientes integrales definidas:

1) [°,3xVa—x2dx 7 i x

—dX
2) [ (x + 1) da o V1+2x°
xX“+2x 1

3) Jo Vo 8) [———dx

T en
4) f 1’:_‘105;6 i \/;(14_\/;)

4 dx
)f 7x+1 9) h 1 dx

1 J41+41+Xx
6) Ix3(2x4+1)2dx

0



10);()(

3)(/4 j
1/\/5

J‘ arCCOSX
) e

2 5
I%dx
o (@+X°)

Integracién por partes

Calcule las siguientes integrales definidas:

1) [ e**sen(4x)dx

1
= (3arcsenx)
2) Ji—F=—dx

3) f3 In(x+1) dx

1 x+1

4) f03 arc sen ( ’li_x) dx

5) f01 6z.arctan(z) dz

6) sze

0

2% dx

”2

zl4

11) j XC0S2Xx dx + J' cos\/_dx

12) J' xarcsen x? dx + I xarcsec x dx

In4 I3

13) I dx + I senx In(1+ senx) dx

In2 \/e +1

zl2 3
Senx.cos™ X
13) [ EMXCOS X4y

76 N1+ COS? X

1
1) J.(\/7+e i x(\/lnx+lnx)]dx
15)Jl.x\/1—x2 dx + j 1

4 x[1+ (In x)2] dx

1

7) jexsenxdx
1

8) jln(4+x2)dx
0

78

9) I xsec? 2x dx
0

3 X3
10) | ————0dx
) Jl‘\/sz +7



Semana 7: Sesidon 2
Métodos de integracién para integrales

definidas:  integracién  por  sustitucion

trigonométricas
SECCION: e Fecha: .../...[..... Duracién: 60 minutos
DOCENTE: it s s e e e e e e e e e e e e e e aeaaeaas Unidad: 2

NOMDIES Y APEIIAOS: .evviiieieeeeeeecee et e e a e e e e

Instrucciones

- Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.

- Organiza tu frabajo y elige la estrategia adecuada para cada problema.

I. Propésito

Al finalizar la sesién, el estudiante serd capaz de aplicar métodos de
integracién especificos para resolver integrales definidas de funciones
trigonométricas, incluyendo la integracion por sustitucién trigonométrica,
empledndolos en la solucidn de problemas especificos presentes en la Guia
de Trabagjo.

Il. Descripcién de la actividad por realizar

Resuelve los ejercicios planteados tomando en cuenta la teoria aprendida.

Integracioén por sustitucion trigonométrica

Calcule las siguientes integrales definidas:

)2 8) Jy A dx

2) fOszxzxj:zL dx 7) f\/_ \/3)66—x

3) [P 8) ;"

U= 18 Nl s\ﬁ’iﬁgi’;
R 10) [, ﬁdx



Semana 8: Sesidon 2
Métodos de integracidon para integrales

definidas: integracién mediante fracciones

parciales
SECCION: e Fecha: .../...[..... Duracién: 60 minutos
DOCENTE: i s s e e e e e e e e e e e aaaeeeas Unidad: 2

NOMDIES Y APEIIAOS: .evviiieieeeeeeecee et e e a e e e e

Instrucciones

- Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.

- Organiza tu frabajo y elige la estrategia adecuada para cada problema.

I. Propésito

Al finalizar la sesién, el estudiante serd capaz de interpretar el método de
integracién mediante fracciones parciales para resolver integrales
definidas, empledndolo en la solucién de problemas especificos presentes
en la Guia de Trabagjo.

Il. Descripcién de la actividad por realizar

Resuelve los ejercicios planteados fomando en cuenta la teoria aprendida.

Integraciéon mediante fracciones parciales

Colcule las siguientes integrales definidas:

4 4x3 +3x+2
3 J~ 11X+3 6)f xz(x+2)
x(2x +1 3 rtearot
7) f X X—
1 3.e* (x2+9)x2d%
) fO e?*+4e*+3 x i
x%+2x
3) [22EE3 gy 8 Iy erriorm Gz OF

1 x2+x

4) fz 3x2-2x+1 dx

-1 x(x+2)2

4 x242x+3
)f (x+2)(x2+1)



Tercera Unidad

Aplicaciones de la integral

definida



Semana 9: Sesidon 2

Cdlculo de dreas de regiones planas

NY=Telole] o Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
DOCENTE! et Unidad: 3
NOMDIES Y APEIIAOS: .eviiiiiieeeeeeeceeeee e e e e ee e e e e e e
Instrucciones

- Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.

- Organiza tu frabajo y elige la estrategia adecuada para cada problema.

l. Propésito
Al finalizar la sesion, el estudiante reconoce las propiedades y férmulas para
el cdlculo de dreas de figuras planas tanto en coordenadas rectangulares
como en coordenadas polares, aplicdndolas en la resolucién de problemas
presentes en la Guia de Trabagjo.
Il. Descripcién de la actividad por realizar

Resuelve los ejercicios planteados tomando en cuenta la teoria aprendida.

Area de una region plana en coordenadas rectangulares
I. Determina el drea de la regién delimitada por:

) y=x*-x",y=x"-1

2) y=2x-x*,y=-3

3) xy =1, y:JY,x:Z

4) y=sinx, y=cosx, x=0y x=7x/2

5) x> +y® <25, 3y* <16X, x>0
6)x=J§jim=y+2,x=0,x=5

7.R: 5x—y+4>0 , x+4y-16<0,x<y®

2,y:6x—x?

8) y=x

9) y2:1—x, 2y =X+ 2.
x2

10) y:—7+3, y+Xx=-1

Il. Encuentra el drea de la region definida por las grdficas de:



1) y=x2-2x, y=4x—-x2.

2) y=x*—8x+17, y=—x%>+6x—3

3) x=3y%, y=2x>+1 x+y=4, x>0.
4)y=2x—x2,y:—2x+4 y = 2X.

5) 3y? —4x—6y =5, y? =—9x+18, —4x+3y =8

2 2 2

6) y=X-, y:x2+4, y=12-x°, y=6-x".

7) Xx=.y+3, y=-2x, y=x+3.
8) x:2\/§, \/gx:\/;, y=2Xx+5

12
9) x= ;wﬂ,x:ﬁﬁ,x=%
10) y=2Jx-1, x+y=4, y=+4Jx-2,y=0

1) x= %—3, x =9y . XZ%

12) y=x3+2, y=x-2, x=0, x=2.

13) y:xs, y:—x , y=8
8
«3
14)y=?, X=y—-4, x=2

15) 2y:7+2x—3x2, y=x3+2.
16) y2 =2(x-1), 3y-3=x y=—-(x-1)°

17) 2y-x2 =0, 2y—x2 =4, 2y+3x=4.

18) y=2x-7, y:_;g+1, 2y =2+4X—X
19) (x=3f =(y-2) ; y=-/x+1; x=0
20) y=§; —1-12-4x ; y =3X

21) y=-3x+3, y=—/-3x+12+3, y=0
22) y=-/x +1; y=—x3+1; y=x-1

3
- X 1-Xx
23) y—1=X, y—1=—"" y=24_|°
)y y 4 y 3

2



Semana 10; Sesidn 2

Cdlculo de voliUmenes de sdlidos de revolucion

SecciON: .o Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos

DOCENTE! e Unidad: 3

NOMDIES Y QPEIIAOS: wevvveeiieeeeeeeeeeee e e e ee et e e e

Instrucciones

- Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.

- Organiza tu trabagjo y elige la estrategia adecuada para cada problema.

l. Propésito

Al finalizar la sesién, el estudiante aplica las propiedades y féormulas para
calcular el volumen de un sdélido de revolucion utilizando los métodos de
discos, arandelas y capas cilindricas, para la solucidn de los ejercicios
presentes en la Guia de Trabagjo.

Il. Descripcién de la actividad por realizar

Resuelve los ejercicios planteados tomando en cuenta la teoria aprendida.

Cdiculo de volumenes de sélidos de revolucién
I. Calcule el volumen del sélido de revolucion generado al rotar la regién R
alrededor del gje indicado:

1)y =v2x —3,x =9, eje x. Alrededor del eje x
2) y=x2, y=4-x?; eje y=0

3) 4y =13-x%, 2y = x+5; eje x

4) y=x% x"+y=0; eje y=0

5) x+y=17, xy=6; alrededor del eje x

6) y=e*,y=3,x =0. Alrededor del ejey

7) y=4-x*,y=2; eje y=2

8) y=cosx,%£xs47r; ejey

Il. Calcula el volumen del sélido de revolucion, que se genera al girar la region
D alrededor del eje Y . Sea D laregién limitada por las gréficas de:

1)y=—3x3+1, y—1=+/x, x+5y=19



4x —

2) (x=2F =—4(y-4); y=1+

3) (y-1)> =-4(x-3); y=2+/x-1; 3x+y=5
4) y=—Ix+2, y=x3+2, x+y=4
5 x—y=1; (x-1D?=2-y; y=2+Vx—-1

6) X+5y=21; y-2=(x-1) ; x=1+ /2;3’ y y=0

7) y+2x=4; y=4-2(x-2)?; y=2(x-2)%, x=2

8) y-1=+8-2x, 2x=12-(y-3)%, y=x+1

9) y=5x-5; y=5-(x-2)*; y=—(x-2)°

10) 3x+5y =18; y=2+x3; y—2:—2x2; y=0

11) Limitada superiormente por X—2y=-1 e inferiormente por

y=—(x=2)* ; y=-1+-/8x—24

lll. Calcula el volumen del sélido de revolucidén, que se genera al girar la regién
D alrededor del eje X .Sea D laregion limitada por las gréficas de:

1) y=-/1-x; x=-/3y +1; x-2y+2=0,

2) y=-/x+1; y=1-x2%; y=x-1,

3) y=3—-/x; y=X>+3; x+y=5,

4) y=-1-x, x=.8y+1, x-2y+2=0

5) P (y=22=x-1, Pp: y=1+-/2-x, L: x=y+1
6)y:—(x—1)3 y=5—(x—2)2 5x—y=5

7) 4x—-4 = y 2 , Yy=—Ux-1+2, 2x+y=10

+
8)y \ X_ 7y__*

- X
y=2+ 3 , Ubicada en el primer y
segundo cuadrante.

10) y=2Jx-1, x+y=4, y=+/x-2,y=0

2X+y=3

9) y-1=x, y—-1=—




Semana 11: Sesidon 2

Longitud de arco

NY=Telolle] o Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos

DOCENTE! i Unidad: 3

NOMDIES Y APEIIAOS: .eviiiiiieeeeeeeceeeee e e e e ee e e e e e e

Instrucciones

- Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.

- Organiza tu frabajo y elige la estrategia adecuada para cada problema.
l. Propésito

Al finalizar la sesién, el estudiante aplica las propiedades y férmulas de la
longitud de arco, dreas de superficies de revolucion y centros de masa para
la solucién de los ejercicios presentes en la Guia de Trabagjo.

Il. Descripcién de la actividad por realizar
Resuelve los ejercicios planteados tomando en cuenta la teoria aprendida.
Longitud de arco

Encuentre la longitud del arco de la curva en el intervalo dado.

1 f() =z (4x? +2)*2, [1,3]

2. y= §x3/2 , [0,1]

3, y=¢ +26_ , [0,1]

oy [

5. y =1In(1 —x2%), E,ﬂ

-3+ +2) 02

(o]

. y =acosh (g) .[0, b]

1
10.x—§\/;(y—3)L1SyS9



11. f(x) = foxx/costdt , [0, 7]
12.y=aln <a++2—x2> —Va? —x?%, [%%] donde a >0
x3 1
13. f(X) = ? + Z' [1,3]
14. y = Ve?* — 1 —sec™1(e*) — 1, [0,4]
e*+1
15. f(x) = In (ex—l)' [1,2]

16.y = Larcsinx — V1 — a2, 0,E
4 4 2

17.y = x x22—1 _ ln(x+\/2x2—1) . [3.5]

_y_1
18. x = S 2y,p(:1r(:12SyS5

19.x=%y2—§lny,por015y£e.

20.x =In(secy) ,para 0 <y < %



Semana 12: Sesidon 2

Centro de masa. Integrales impropias

NY=Telolle] o Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos

DOCENTE! ittt et Unidad: 3

NOMBIres Y APEIIAOS: ..o et

Instrucciones

- Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.

- Organiza tu trabagjo y elige la estrategia adecuada para cada problema.
l. Propésito

Al finalizar la sesién, el estudiante aplica las propiedades y férmulas de las
integrales impropias para la solucidon de los ejercicios presentes en la Guia
de Trabagjo.

Il. Descripcién de la actividad por realizar

Resuelve los ejercicios planteados fomando en cuenta la teoria aprendida.

Centro de masa

1) Encuentra el centro de masa de la region delimitada por la funcién cubica
y=x3ylalineay=xpara0<x<1.

2) Halla el centro de masa de la region delimitada pory = x? yy = +/x para 0 <
x<1.

3) Encuentra el centro de masa de la regién dentro de la circunferencia x? +
y? = 4y fuera de la pardbola y = x2.

4) Halla el centro de masa de la regién delimitada pory = x3y y = x2 + 1 para
-1<x<1.

5) Determina el centro de masa de la regiéon delimitada por la circunferencia
x?+vy%2 =9 yla pardbola y = x? en el primer cuadrante.

6) Encuentra el centro de masa de la regidon delimitada por la pardbola y =
(x—12?+1ylarectay = —x + 4.

7) Encuentra el centro de masa de la regidn delimitada por la pardbola x = y? —

2ylarectax =2y +1.



8) Encuentra el centro de masa de la regidon delimitada por la funcidny = vx — 1
y la pardbolay = —x? + 3x — 2.

9) Encuentra el centro de masa de la regién delimitada por las siguientes curvas:
y=—x?4+4x,y=x,y=4.

10) Encuentra el centro de masa de la region delimitada por la funcién cubica

y=x3+2ylasrectas y=2x—1,y=—x+ 3.

Integrales impropias

|. Establezca si las siguientes integrales impropias son convergentes o

divergentes: Caso j f (x)dx

+ 00 + 00
] 1 ] X3

1) 43/2dx 7) 3 dx

X+3 J _

2( ) 3 x° -1
+ o0 +o©
od 1 od

2) | ——dx 8) L
o eX -1 o 26 +1
1
+ 00

3) 2x+18 " J‘ rctgf
J XT+x-12
5
+ 00
[ X

4) | e “senxdx 10) jdx
0 x4l
I |

5) | X 11)-‘-
J e 1+x)°
0
+ o0
" 1 1

6) dx 14) J-dx
.4x2—4 lﬁ(x+1)

15) f0+m 3x - e 3¥dx
16) f0+ooxe‘2xdx



Il. Establezca si las siguientes integrales impropias son convergentes o

b
divergentes: Caso .[ f (x)dx

0 In9

e2x 2
1) jxe‘“dx 6) I X
9—e*
— 00 — 00
j x2e*dx 9
2) 7 7) J-X5_X dx
0
X — 0
° .[ de |
‘°°(X2 +1)2 8)_[ 3 2
5 -0 X AXT =1
o X“+1
_[ Z dx
4) "™ X +1
arctanx
5) j
x +1

lIl. Determine la convergencia o divergencia de las siguientes integrales

impropias: Caso I f (x)dx

— 00

+ 00 T
2 xje ™ dx
1) J'(Zx —x+3)dx 5 |
-0 + 00 y
+o 6) j € 5 dx
2) IldX 1+e°¥
X2 +4x+9 -
— o0 + 00
+oo 7) | ———dx
2 —x3 x2 £2x+5
3) | x“e X dx LN Text
+ 00
. S
4) Idx eXye X
2 — 0
_oo(x +x+1)2



+00 +®

9) I(l—x)e_xdx 10) jex_exdx

—00 — 0

IV. Establezca si las siguientes infegrales impropias son convergentes o
b

divergentes: Caso I f(x)dx, f(x)discontinua en elintervalo [a,b]

a
l4 A
1) Kl—ljdx I [
X Senx.cosx J (2-x)1-x
0 0
1 4
1 X2
2) dx ?9) dx
x3 —5x2 J 33-x
0 1
<10 ) 2. 4
3) J'ngln(x _Z!Ix ]O)j X _dx
[2 _
B -2 5 VA—X
e 2
4)J 13 dx H)J. X 4dx
xIn” x s %
1 O(X —1)3
1 6
h 1
5) I dx, 12) _[
x3/Inx
° 21( 1)
n{x—
2xIn|x? -2 )f dx
6) 3 f4 11x+3
1 x(2x+1)

~N
>
N
n






Cuarta Unidad

Integrales multiples



Semana 13: Sesidn 2

Integrales Dobles: Integrales dobles iteradas.
Integrales dobles en coordenadas polares

NY=Telole] o Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
DOCENTE: e Unidad: 4
NOMBIes Y APEIIOS: ..o e et
Instrucciones

Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.
Organiza tu trabajo y elige la estrategia adecuada para cada problema.
Aplica los conceptos correctos de cdlculo integral. Consulta recursos

adicionales si lo necesitas.

I. Propésito
Al finalizar la sesién, el estudiante resuelve problemas aplicando integrales
dobles en distintas situaciones geométricas, manejando los cambios de

coordenadas entre rectangulares y polares correctamente.

Il. Descripcién de la actividad por realizar

Resuelve los ejercicios planteados fomando en cuenta la teoria aprendida.

Integrales dobles iteradas.

Cdlculo de integrales dobles en rectangulos.

Encuentra la integral doble de la funcién sobre el recténgulo especificado.

1) f(xy)= o< 2 , Q=[01]x[-11]
2) f(x,y)=e"*Ycosy , Q=[0]x[0, 7 /2]
3) f(x,y)=¢* cos(y+ex) . Q=[0,2]x[01]

4) £(x,y)=xcos(xy +1) Q =[01]x[-1,0]



5) t(x,y)=x2ye¥ , Q=[01]x[0,2]

6) t(x,y) yx'(”4yx)  Q=[2,4). €]
7) f(xy)=xsec?(x? +Y) , Q=1 2]x[0,1]
2xy3
8) f(x,y)="—2—— , Q=[-10Jx[0, 1]
(x2 + y2)1/2
9) f(x,y)=+/x(y+2)Inx , Q=[-12]x[1L4]
_ Xy _
10) f(x,y)= xiD(x_3) , Q =[0.1]x[0,2]

Integrales dobles en regiones generales.

1) Evalda la integral ”R(x2 + yz)dA , donde R estd limitada por las

curvasy =X, y = x?

2) Determina la integral ﬂR(x+2y)dA ,donde R estd delimitada porlas
curvasy =1+ X2, y= 2x°

3) Calcula la integral HR xydA , donde R estd delimitada por las curvas
_ 2 _
y=x-1 y“=2x+6

2
4) Evalla la integral UzygdA donde R estd acotada por las
RY —2y-3

curvas X=Yy? , 2y +3=x

5) Determina la integral  [[./x+ydA, donde R estd delimitada por las
R

curvas y=x , y=—-x, x=1



3
6) Calcula la integral ”%dA , donde R estd restringida por las curvas:
RY

Xx=2,y=XYxy=1

7) Evalba la integral [[(x+y)dA , donde R estd restringida por las
curvas: y=2x+1y y=Xx*+1

8) Determina la integral HR(yIn X)dA , donde R estd limitada por:
Xy =1, y:\/;, X=2

9) Calcula la integral IJR(Xy+ y)dJA , donde R estd limitada por
y=x3, x=y2.

10) Evalta la integral ”R (x+y+1dA , donde

Rz{(x, y)/ y2x2+2x A Y<3 A y£3x+6}

11) Determina la integrall “‘%dA , donde
RX +Y

R:{(x, y)eR2/1£x£2, x§y§2x}

12) Calcula la integral ” XdA , donde R est& restringida por las curvas:
R

y=125-x%,3x-4y=0,y=0 (IC).

13) Evalta la integral ”e”zydA, donde R es la regién limitada por
R

X+y=t

14) Calcula la integral ”LGdA , donde R estd restringida por las
5 X+

X2

CUIvas: y =6 — 2x ;y=7 :y=4X2 (IC).



15) Determina la integrall H(y +1)1A, R esla region (IC), limitada por:
R

y2 :8x,y2 :;"x,y2 =—-4x+24

Cambio en el orden de integracién.

Para las siguientes integrales, modificar el orden de integracién y determina el
valor de la integral resultante:

1) J'02j42 JJy cos ydydx 7) ﬂfzfﬂdydx
” 00 4-sen’y
11
2) Ijx3sen(y3)1ydx 9-x2
0,2

3
. 8) |
0

1,11 X
3) .[o IX ;seny cos; dydx

4) fg j\?’ﬁ sen(x3)jxdy

2 2y 3x
2
L X X 10) [ | 2L —dxdy
5) [ [ eYdydx 0 2 X
0 x

dxdy

82 y
Vol et

Integrales dobles en coordenadas polares.

Determina el valor de la integral doble en la regién indicada:
1) Evala la integral ﬂ(xz + y2)3/2dA, donde D :x% + y2 <4,
D
2) Calcula la integral doble de la funciéon f(x,y) = In(3x? + 3y? + 3) sobre

la regién limitado por las circunferencias 2 < 2x? + 2y? < 8.



2.,2
3) Determina la integral HXdedy donde D es el anillo
b2 +y2f
D X +Yy

93x2+y2£25.

4) Evalva la integral ”exp(xz + yz)iA, donde
D

={(x,y)/x2+y2£9/\x20/\y20}

5) Calcula la integral J.J. 5 dxdy, D:x?+ y2 <4,x>0, y=>0.

X+y

dydx, D:x2+y2 <4,x>0.

7) Evalta la integral ‘U«/XZ + y2 +16 dA, donde D es dada por el disco
D

X2 + y2 <9 ala derecha del gje Y.

8) Calcula la integral ”sin(xz + y2 +2}jxdy, donde
D

D:{(x,y)/x2+y2£25,y20, yZX}

9) Determina la integral ” 5 Aé 5 dxdy, donde
5 Cos ix +y )

D:x%+ y2 <16, y>-/3 x. Primer cuadrante.

10) Evalva la integral ”sian(x+ y)2 —4xypxdy, donde

X
D:y= 9—x2, =—, y=-X
y y 3 y



11) Calcula la integral doble de la funcién f(x,y) = sobre la

4x2+4y2

region D:3x? + 3y? < 27y.
J_ yexp(«/x2 + yzj
D Jx? +y?

delimitada por la circunferencia 2x? + 2y? < 32x.

13) Evalua la integral doble de la funcién f(x,y) = 3./4x? + 4y? sobre la

12) Determina la integral dA, donde D es la regién

region: Dix% +y2 —2y>0, X% +y2 —4y<0,y>X, y>—/3x

X2
14) Calcula la integral ” > dxdy, donde
5 J4(x—y) +8Xxy

1
D:x2+y2_4 >0, x2+y2_8 <0,y>—x15
y y y y y 3

2
15) Determina la integral J-J. 2 dA, donde D es la regién
s \/9(X +y)? —18xy

delimitada por las circunferencias 2x? + 2y? > -8y, 3x2 + 3y? < —24y

ylas gréficasx <0,y < x.



Semana 14: Sesidon 2

Aplicaciones de la integral doble: drea y

volumen
SECCION: weeeeeeeeeeeeeee Fecha: .../.../...... Duracion: 60 minutos
DOCENTE: e e s e e e e e e e e e e e e e e e e e e aaaaaas Unidad: 4

NOMBIes Y APEIIAOS: ..o et
Instrucciones

Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.
Organiza tu trabajo y elige la estrategia adecuada para cada problema. Aplica
los conceptos correctos de cdlculo integral. Consulta recursos adicionales si lo

necesitas.

l. Propésito

Al finalizar la sesidon, el estudiante resuelve problemas utilizando integrales,
calculando dreas y volumenes en diversas situaciones geométricas.
correctamente.

Il. Descripcién de la actividad por realizar
1. Resuelve los ejercicios planteados tomando en cuenta la teoria

aprendida.

2. Grafica la region en el plano delimitada por las curvas.

3. Trace la grafica del sélido limitado por las superficies dadas.

4, Establece los limites de integracion para las variables segun la regidn
graficada.

5. Evalua la integral doble de una funcién sobre la regidén de integracion

para obtener el drea o el volumen.

Calculo de areas por integrales dobles

1) Determina el drea de la regién delimitada por las curvas especificadas:
a) y=X5,y=x+6



b) y:;(x+1),y:3,y:l,x:7.

c) yzx&,y:Z\&,x:A
d) G =4y, y2=4x,x+y:3,y:3.

, 2
2) Encuentra el drea encerrada por las curvas: X™ 2 Zy; X2 + y2 <25

, 2 2 2 2
3) Encuentra el drea encerrada por las curvas: X" —2y°<1. X" +y° <4,

4) Encuentra el drea encerrada por las curvas: Y = 24x-1, x+ y=4,
y= Jx-2, y=0
5) Encuentra el drea encerrada por las curvas:
y:—(x—1)3, y :5—(x—2)2, 5x-y=5
6) Calcula el drea que esta restringida por las grdficas:
X2 + y2 =1 x>+ y2 =3, y=X,y= ﬁx. (tercer cuadrante).
7) Halla el drea que estd restringida por las graficas:
x2+y2>8 x> +y® <4y, y>—/3x

8) Determina el drea que estd restringida por las graficas:

2 2 2 2 X
X“+y —-6x>0, xX°+y°-12x<0, >0, <.
y y y y 3

9) Halla el drea que estd restringida por las grdficas:

o)

D:x*+y*—4y<0, x2+y2—2y20,y2?x, y <X
10) Calcula el area que estd restringida por las gréficas:

1
x2+6x+y220,x2+12x+y2§0, y>0, yg—ﬁx
Calculo de volumenes por integrales dobles.
1) Determina el volumen del sdélido limitado por las superficies definidas por las

2+y2, z=1

siguientes ecuaciones: Z = X
2) Encuentra el volumen del sdlido delimitado por el paraboloide x = y? + z2 y

elplanox =y + z.



3) Calcule el volumen del sélido acotado por las gréficas de las
ecuaciones: y =x2+z2, y=8—x?—z%.

4) Encuentra el volumen del sélido S que estd acotado por el paraboloide
4z = 4x? + 4y? y el plano z =2y

5) Calcula el volumen del sélido S que estd delimitado por el paraboloide
2=3-x*-y* yelplano z=-4y+3.

6) Dado el sélido Q, que estd contenido dentro del cilindro (y — 4)% + z% < 16,

elplanox =y +4 y el plano YZ, calcula el volumen de este sélido.

7) Calcula el volumen del sélido en el primer octante que se encuentra por

debajo del paraboloide Z = X2 + y2 y dentro del cilindro X2 + y2 =9.
8) Enconfrar el volumen de la regién situada sobre el disco 2x? +
2(z — 1)? < 2 y acotada por arriba de la funcién 3y = 3x2 + 3z2.

9) Encuentra el volumen del sélido limitado por las dos superficies

x:y2+z2 y x:2y2+222—1.

10) Encuentra el volumen del sélido que estd limitado por encima por el
paraboloide 2y?+4z2=4-x y por debajo por el paraboloide
2y? +42% =4+ 4x.

11) Encuentra el volumen del sélido que estd delimitado en la parte
superior por una superficie esférica 2x? + 2y? + 2z? = 8, en la parte
inferior por el plano XY y en los lados por un cilindro 3x2 + 3y? = 3.

12) Calcula el volumen del sélido limitado por las superficies definidas por
las siguientes ecuaciones: 3x2? +3y? +3z%2 =12, 2x2+2(z—-1)?> =2,
y=0.

13) Calcula el volumen del sélido que se encuentra dentro de la esfera

4x? + 4y? 4+ 4z% = 8z y por encima del paraboloide 3z = 3x2 + 3y2.



14) Calcula el volumen del sélido que estd limitado por las superficies de
las esferas dadas por las ecuaciones: 2x? + 2y% + 2z <16 , 3x* +
3y% 4+ 322 < 12x.

15) Determina el volumen del sélido que estd delimitado por las

superficies descritas por las siguientes ecuaciones:

a) 2=4-y* y+7=2,Xx=0,x=2

o) 2=xX"+4, y=4-x* x+y=2,2=0

) X+2° =1L x=y,x=Yy°

d)x:y2 x=22=0x=1.
e) 2=6. 2=2y, y=x*,y=2-x*

f z7=9-x* ,x=3-y* ,y=0, x=0



Semana 15; Sesidn 2

Integrales Triples: Integrales ftriples iteradas.
Aplicaciones de la integral triple

SECCION: e Fecha: .../.../..... Duracion: 60 minutos

DOCENTE: e e e e e e e e e e e e e e e e aaaaeas Unidad: 4

NOMBIes Y APEIIAOS: ..o e et

Instrucciones

Lee cuidadosamente cada problema y comprende lo que se te pide.
Organiza tu trabajo y elige la estrategia adecuada para cada problema. Aplica
los conceptos correctos de cdlculo integral. Consulta recursos adicionales si lo
necesitas.

l. Propésito
Al finalizar la sesidon, el estudiante resuelve problemas aplicando los
teoremas fundamentales asociados a las integrales ftriples, utilizando
integrales triples para calcular el volumen de sdélidos en diversas situaciones
geomeétricas tridimensionales, identificando la regidon de integracion vy los
limites para cada variable de forma correcta.

Il. Descripcién de la actividad por realizar

1. Resuelve los ejercicios planteados tomando en cuenta la teoria
aprendida.

2. Representa el sdélido y la regidn definida por las superficies
proporcionadas.

3. Transforma las superficies y la funcidn a coordenadas cilindricas o
coordenadas esféricas si esto simplifica la integracion.

4. Determina los limites para cada variable en coordenadas cartesianas,
cilindricas o esféricas, segun el sistema de coordenadas utilizado.

5. Realiza el cdiculo de la integral triple integrando en el orden correcto.

Integrales triples iteradas.

Integrales triples sobre cajas rectangulares

Calcula las siguientes integrales triples sobre la regién indicada:



) Jff, ze**¥dv
[0,1]

2) [If; (1 +x)ye”dv
3) If; (x* +y* +z*)dV

N lfy o7V

B xyz

[1, €]

5)fff, Gxcosy + 2)dv
[-1,1]

6) [ff, (x* + Iny + z)dV

) [, zxy\J1+ y2dV
[0,1]

8) ﬂfB z2y—zx2—zx* dav

1+x2

NI, xz-sin*(y)av
[1,3]

10)fff, xz-eY2dv
[1,2]

1 If, xyz-e*Ydv
[2,3]

12) [ff, v

B yz(x-3)(x+2)

B =[0,1] x [0,1] X

B =1[1,2] x [1,2] x [1,2]
B =1[0,1] x [0,1] x [0,1]

B =[1,e] x[1,e] x

B =1[0,1] x [0, ] X

B = [0,1] x [1,2]  [2,3]

B =[-1,2] x [0,1] x

B =10,1] x [0,1] x [0,1]

B = [1,2] x [0,7/2] x

B =[-1,1] X [0,2] X
B =[-1,1] X [1,2] X
B =[-1,1] x [1,2] X [1,3]



Integrales tfriples en coordenadas cilindricas

1) Calcula la integral triple de la funcién f(x,y,z) = x + y + z sobre la regién
limitada por el cilindro x2 + y2 =3, elplanoz=0yelplanoz=4—-x —y.

2) Encuentra la integral triple de f(x,y,z) = x? + y? + z?2 sobre la regién limitada
porla esfera x? + y?2 + z2 =36 y el plano y = 3.

3) Calcula la integral triple de f(x,y,z) = e* sobre la regién limitada por el plano

x =0, elplanox = 2, el cilindro y?2 + z2 =9, y el plano z = y.

4) Calcula el valor de la integrall J-J-J-(XZ + y2)dV , donde Q es la regién
Q

acotada porlas gréficasde: x2 +y2 <4, -2<z<2,x>0,y > 0.
5) Calcula la integral triple de la funcion f(x,y,z) = In(y? + z% + 4) sobre la
region Q limitado por el cilindro y2 + z2 =9 y por los planos 0 <z <3, x > 0,

y<0.

6) Evalua la integral triple I”ex y2+z2dV, donde R: x=1 x=2,
R

y>+22 =1

7) Halla el valor de la integral IH(XZ +yi+ Zz)dV , dondeR: y=0, y=1,
R

X>+7°=4, x*+17*°=9
8) Considera el sélido S definido por las superficies

x> +y>=-z2+4; x*+(y-2)* =1.Dibujala gréfica del sdlido Sy la

4x

region D. Luego, calcula la integral triple de la funcién f(x,y,z) = FrEeI

sobre el sélido S.

9) Calcula la integral de la funcidn f(x,y,z) = 2xy sobre el sdlido £ acotado por el

cono Z=+/X* +Yy* ylosplanos X+y=0, z=2.

10) Considera el solido § delimitado por las superficies descritas por las

ecuaciones: Z° = X* + y2, 7=6-x%— yz, z > 0. Dibuja la gréfica del



sélido Sy de la regidén D. Luego, evalla la integral triple

_”.J.de dzdy sobre el solido S .

Integrales triples en coordenadas esféricas

1) Caleula la integral triple de la funcién f(x,y,z) = z sobre la regidn dentro del
cono z%? = x? + y? desde z = 0 hasta z = 5.

2) Halle el valor de la integral I” dxdydz, donde Q es el sélido restringido por
Q

la semiesfera X% + y2 +22=16, z>0 y el cono 7P =x*+ y2 )
3) Dado el sélido Q que estd contenido dentro de la esfera X* + y? +2° = 6y

y afuera del cono 3y2 =x%+12°, elabore el grdfico del soélido. Exprese la

infegral | = dV usando coordenadas esféricas y determine su

W
valor.

4) Halla el valor de la integrall J-J.J- dxdydz, donde 2 corresponde al casquete
Q

esférico definido por x> +y2+2° =4, x> +y*+2°=9 con z>0.

5) Dado el sélido Q delimitado por las esferas
X°+y*+22<8; x*+y*+12° <4y, trace la grdfica del sdlido. Expresa la
. 1 L
integral I:J‘”ﬁdv en coordenadas esféricas y calcula su
oXt+y +z
valor.

6) Calcula la integral ”L(xz + y?)dxdydz, donde Q representa la regién

situada dentro X> +y? +2° =4z yfueradeX® +y* +2° =2z.

1
7) Evalta la integral I”
o X2 +yr+z?

vinculado a X* +y* + 2% <4x, x* > y* + 7%,

dV, donde Q representa el sdlido



8) Halla la integral ”j dV , con R definido como el sélido que se

1
Ry + 27
encuentra dentro de la esfera (X—2)2 + y2 +7° =4 y tfambién dentro del
cono X* =y? +17°.

9) Evalda la integral IJ.J.ZZdXdydz, donde Q es la region compartida entre las
Q

esferas X2 +y* +2° <4 y xX*+y*+17° <4z .
- r
(x2+y2+22)3/2

entre las esferas x? + y2 + z2 =9y x? + y2 + z%2 = 4.

10) Evalva la integral [ff, dv, donde Q es la regidon compartida

Aplicaciones de la integral triple:

Calculo de volimenes por integrales triples.

1) Calcular el volumen del sélido delimitado por el cilindro x*+22 =4 y los
cilindros parabdlicos y = 2%, y=8-12°.

2) Determine el volumen del sélido contenido en la regién comun de la esfera
x> +y° +12° =41 y el paraboloide X* +y* =2z.

3) Halle el volumen del sélido que estd limitado por la esfera X% + y2 +22 =16

en la parte superior y el paraboloide x? + y2 =62. en la parte inferior.

4) Halle el volumen total del espacio comprendido entre el cono 2(x? + y?) —
z?2 = 0y el hiperboloide x? + y2 —z2 = —4, z = 0.

5) Evaluar el volumen del sdlido contenido entre las superficies:
a) X’ +y?=1 z=4-x"-y*z=0

b) 22 =x*+Yy? z=12-x*-y*,2>0

c) X2 +y +22 =27, x* +y* <17°

d)z=x*+y? z=2x*+2y* 2=2

e) X2 +y?+2° =1 X +y’+2°=4,x*+y* =1%, 120



Masa y centro de gravedad de un sélido.

1) Halle el centro de masa del sélido limitado por la superficie z = \/x2 + y2 y
el plano z = 9. Suponga que la densidad es igual a 1.

2) Un solido tiene la forma del cilindro x? + y? < 4 con 0 < z < 6. Se supone que
la densidad del sélido es: 6(x,y,z) = x% + y2.

3) Halle el centro de masa del sdlido, de densidad de masa constante p,
limitada por las graficas del cono circular recto z = \/x2 + y2 y el plano z = 4.

4) Halle la masa y el centro de masa del sélido cuya densidad es p(x,y,z) = 4,
limitada por z = x2 + y2, z = 6.

5) Halle la masa y el centro de masa del sélido cuya densidad es p(x,y,z) = 10 +
x. El sélido es un tetraedro limitado por x+3y+z=6 y los planos
coordenados.

6) Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el paraboloide y? +
2z% = 4x y el plano x = 2.

7) Calcule la masa del sélido limitado por el plano XY, el cilindro x2 + y2 =2x y
el cono z = \/x2 + y2 sila densidad es §(x, y,z) = x + y2.

8) Halle la masa del sélido limitado por las superficies: x? + y2 = 4x, 4z% = x? + y?,
z > 0 sabiendo que su densidad es §(x,y,z) = 2,/x% + y2.

9) Determine el centroide del sélido limitado por las esferas x? + y? + z2 = 4; x? +
y?+ 2% =9y contenido en el cono x2 + y2 = z%, z > 0.

10) Sea S el sélido acotado por el cilindro x? + y2 = 4y los planos z = 0, z = x + 5.

Determine la primera componente del centroide del sélido S.
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