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PRESENTACION

La asignatura de Analisis Matematico II, esta disefiada para proporcionar

al estudiante, las herramientas del Calculo Integral.

En general, los contenidos propuestas en el material de estudio, se
divide en cinco unidades: Fundamento para el aprendizaje del Calculo
Integral, que incluyen ejercicios recopilados del libro de Calculo de una
Variable: Trascendentes Tempranas. Cuarta Edicion. 2011, el cual se ha

tomado como texto guia, para la presente asignatura.

Se recomienda que el estudiante desarrolle una permanente lectura de
este material, pues permitira asimilar la parte tedrica impartida en el
aula. El contenido del material se complementara con las lecciones

presenciales y del aula virtual.

Agradecemos a quienes con sus aportes y sugerencias han contribuido a
mejorar la presente edicion, el que sdélo tiene el valor de una

introduccion al mundo del calculo infinitesimal.

Los recopiladores
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PRIMERA UNIDAD
Integral Indefinida

o

Balotario de Ejercicios N° 1

6\

Antiderivadas o primitivas. La integral indefinida
definicion y propiedades. Integracion directa

Compilado y adaptado de:

Dennis G. Zill y Warren S. Calculo de una Variable:
Trascendentes Tempranas. Cuarta edicion. Mc Graw
Hill. China. Pag.: 268, 269, 270, 274, 275, 380, 381,
382, 283, 384, 385
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268 CAPITULOS Integrales

5.1 1a integral indefinida

¥ Introduccion  En los capitulos 3 y 4 sélo abordamos el problema bésico:

* Dada una funcién f, encontrar su derivada f*. ‘
En este capftulo y en los subsecuentes veremos cudn importante es ¢l problema de:

* Dada una funcién £, encontrar una funcién F cuya derivada sea f.

En otras palabras, para una funcion dada f, ahora pensamos en f como una derivada, Deseamog

» encontrar una funcién F cuya derivada sea f; es decir, F'(x) = f(x) para toda x en algdn intervg.

lo. Planteado en términos generales, es necesario diferenciar en reversa.
Empezamos con una definicién.

Definicion 5.1.1  Antiderivada

Se dice que un funcién F es una antiderivada de una funcién f sobre algdn intervalo / si
F'(x) = f(x) para toda x en /. 3

Una antiderivada

Una antiderivada de f(x) = 2x es F(x) = x*, puesto que F'(x) = 2, n

Una funcién siempre tiene mds de una antiderivada. Asf, en el ejemplo anterior, Fi(x) =
¥ -1 y Fy(x) = x* + 10 también son antiderivadas de f(x) = 2x, puesto que Fi(x) =
Fi(x) = 2x.

A continuacién demostraremos que cualquier antiderivada de f debe ser de la forma
G(x) = F(x) + C; es decir, dos antiderivadas de la misma funcién pueden diferir a lo mds en
una constante. Por tanto, F(x) + C es la antiderivada mds general de f(x).

Teorema 5.1.1 Las antiderivadas difieren por una constante

Si G'(x) = F'(x) para toda x en algin intervalo [a, b], entonces
Gx) = Flx) + C

para toda x en el intervalo.

DEMOSTRACION Suponga que se define g(x) = G(x) — F(x). Entonces, puesto que G'(x) =
F'(x), se concluye que g'(x) = G'(x) — F'(x) = 0 paratoda x en [a, b]. Six; y x; son dos nime-
ros cualesquiera que satisfacen a = x;, < x;, = b, por el tcorema del valor medio (teorema 442)
se concluye que en el intervalo abierto (x,, x;) existe un niimero k para el cual

gty = £~ ) gn) — ) = g'k)x = x).
27N
Pero g'(x) = 0 para toda x en [a, b); en particular, 2'(k) = 0. Por tanto, gl —glx) =00
8(x2) = g(x,). Luego, por hip6tesis, x; y x, son dos niimeros arbitrarios, pero diferentes, en el
intervalo. Puesto que los valores funcionales g(x,) y &(x2) son iguales, debe concluirse que la
funcién g(x) es una constante C. Por tanto, g(x) = C implica GQx) = F(x) = C 0 G(x) =
F(x)+C. = 3
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La notacién F(x) + C representa una familia de funciones; cada miembro tiene una deriva-
da igual a f(x). Volviendo al ejemplo 1, la antiderivada més general de f(x) = 2x es la familia
F(x) = x* + C. Como se ve en la FIGURA 5.1.1, la grifica de la antiderivada de f(x) = 2x es una
traslacién vertical de la gréfica de x°.

EEIEEEY Antiderivadas més generales

a) Una antiderivada de f(x) = 2x + 5 es F(x) = x* + 5x puesto que F'(x) = 2x + 5. La
antiderivada més general de f(x) = 2x + 5 es F(x) = x> + 5x + C.

b) Una antiderivada de f(x) = sec® x es F(x) = tan x puesto que F'(x) = sec” x. La antide-
rivada mds general de f(x) = sec” x es F(x) =tan x + C. @

I Notacion de la integral indefinida Por conveniencia, se introduciré la notaci6n para una anti-
derivada de una funcién. Si F'(x) = f(x), la antiderivada més general de f se representa por

Jf(x) dx = F(x) + C.

El simbolo [ fue introducido por Leibniz y se denomina signo integral. La notacién [f(x) dx
se denomina integral indefinida de f(x) respecto a x. La funcién f(x) se denomina integrando.
El proceso de encontrar una antiderivada se denomina antidiferenciacién o integracién. El

niimero C se denomina constante de integracién. Justo como %( ) denota la operacién de dife-

renciacion de ( ) con respecto a x, el simbolismo [( ) dx denota la operacién de integracién de
() con respecto a x.

La diferenciacién y la integracién son fundamentalmente operaciones inversas. Si [f(x) dx =
F(x) + C, entonces F es la antiderivada de f; es decir, F'(x) = f(x) y asi

JF'(x)dx = F(x) + C. (n

Ademds, %Jf(x) dx = %(F(x) + C) = F'(x) = f(x) 2)

En palabras, (1) y (2) son, respectivamente:

Una antiderivada de la derivada de una funcién es esa funcién mds una constante,
La derivada de una antiderivada de una funcion es esa funcién.

A partir de lo anterior se concluye que siempre que se obtiene la derivada de una funci6n, al
mismo tiempo se obtiene una férmula de integracién. Por ejemplo, debido a (1), si

d Xll+l o d xn+l _ N n+l

den+1 * e J(lxn+ldx_ xd"-n+l+C’
—~lnr=—]- entonces —d—ln dx = ld'=l + €

dx Ixl X dx Il e njx| !

d d

—senx = COS X entonces —senxdx = |cosxdx =senx + C,

dx dx

Mt entonces 4 o xd = : = dvx = tan”'x + C.
dx 1 + x? dx 1 + 2

De esta manera es posible construir una férmula de integracién a partir de cada férmula de
derivada. En la TABLA5.1.1 se resumen algunas férmulas de derivadas importantes para las funcio-
nes que se han estudiado hasta el momento, asi como sus férmulas de integracién andlogas.

5.1 Laintegral indefinida 269

3 ;

k

FIGURA 5.1.1

Algunos miembros

de la familia de antiderivadas de

Jx) =2x

o Este primer

resultado sélo es

vilido sin # -1,
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TABLA5.1:1

Férmula de diferenciacién

Férmula de integracion Férmula de diferenciacion F6rmula de integracion

ix= 1
dx
d Xn+|

dxn+ 1

1.

=x"(n# —1)

In|x| =£

" dx
d

. ——Sen X = cos X
dx

d
. = COS X = —sen x
dx

d 2
. —tan x = sec” x
dx

d 2
. ——cotx = —csc’x
dx

d
., ——Sec X = sec xtan x
dx

d
. ——CSC X = —CSC X cot x
dx

sec xtan xdx = secx + C

d
dx=x+C 10, —sen'x = J dx=sen'x+C
J dx \/l —x? \/l -x?
e ! ¥ &y oy
ol 1 ll.atan x_l+x2 T xdx—tan x+C
1 |
Zdx=x +C 12. -sec”'x = J dx =sec”!x|+ C
J“\ d.\' IXI\/ l A 2
J RS S 13, < bt = pinb), b dx = L e
dx Inb
Jsenxdx=—cosx+C Qi)
14. ae =¢' J =e¢'+C
Jseczxdx =tanx+C
15. % senh x = cosh x Jcosh xdx =senhx + C
Icsczxdx = —cotx + C
f 16. dxCOSh x = senh x jsenh xdx =coshx+ C

cscxcotxdx = —cscx + C

Con respecto a la entrada 3 de la tabla 5.1.1, es cierto que las férmulas de derivadas

Byl Bpgel B
dx dx | X' dx Inb
significan que una antiderivada de 1/x = x~' puede tomarse como In x, x > 0, Infx|, x # 0, 0

log,, x/In b, x > 0. Pero como resultado mds general y itil escribimos

1
x

Jldx = In|x| + C.
X

Observe también que en la tabla 5.1.1 sélo se proporcionan tres formulas que implican funcio-
nes trigonométricas inversas. Esto se debe a que, en forma de integral indefinida, las tres férmu-
las restantes son redundantes. Por ejemplo, de las derivadas

——sen”' x = ol y L
dx [y dx | =2
observamos que es posible tomar
J——l—dx=sen"x+c 0 J—l——dx=—cos"x+c~
1 -4 1 - x?

Observaciones semejantes se cumplen para la cotangente inversa y la cosecante inversa.

ZEEEIE] Una antiderivada simple pero importante

La férmula de integraci6n en la entrada | en la tabla 5.1.1 se incluye para recalcar:

[de=

Este resultado también puede obtenerse a partir de la férmula de integracién 2 de la tabla 5.1.1
conn=0. B

[1-dx=x+C ya que %(x+C)=I+O=I.

A menudo es necesario volver a escribir el integrando f(x) antes de realizar la integracién.
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f NOTAS DESDE EL AULA

A menudo, a los estudiantes se les dificulta mds calcular antiderivadas que derivadas. Dos
palabras de advertencia. Primero, debe tenerse mucho cuidado con el procedimiento algebrai-
co, especialmente con las leyes de los exponentes. La segunda advertencia ya se ha plantea-
do, aunque vale la pena repetirla: tenga en cuenta que los resultados de la integracion indefi-
nida siempre pueden comprobarse. En un cuestionario o en un examen vale la pena que
dedique unos minutos de su valioso tiempo para comprobar su respuesta al tomar la deriva-
da. A veces esto puede hacerse mentalmente. Por ejemplo,

integracion

I ) SR |

X |

f dx =|T + C|
cnnu)rueb‘:pnr
diferenciacion

AEIGIHIEEN I Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-18.

= Fundamentos
. ) ) 27. | (8x + 1 — 9¢%) dx 28. | (15x~" — 4 senh x) dx
En los problemas 1-30, evalie la integral indefinida dada.

dx

Vi ad
i Ide 2. j(’n’z— 1) dx 29, sz——xM

1 +x?

En los problemas 31 y 32, use una identidad trigonométrica
para evaluar la integral indefinida dada.

dx 30.I
1+

Y3 e 31. Jlanzxdx 3. Jcoszgdx

En los problemas 33-40, use diferenciacién y la regla de la

7| =" dr 8. | 10wVwdw cadena para comprobar el resultado de integracién dado.
1 con B
9, | (3x* + 2x — 1) dx 10. (2%—:-%)4: 33'Jv_—b+]dx_ SRS

U [ed—dPa—dr= -‘:—O(sz — 490+ C

11 | Va(® = 2)dx 12.

cos dxdx = lsen 4x + C

13. 4
36. |senxcosxdx = lsen2 x+C
15. | (4w = 1) dw 16. | (5u = D@u + 2) du 2
x+ 1)? 37 |xsenx?de= ~deosa? + C
17. dr 18. 2
r? Vi
\ gl o P
X-I = x'z +x™ !3 -8+ 1 sen-‘x 2 senzx

19.

39. |Inxdx=xlnx—x+C

21. |@senx— 1+ 8x%)dx 22.

40. |xe*dx =xe' —e*+ C

=
e, e, C— C— — C—  S—

23.

csc x(csc x — cot x) dx  24. = )
cos™ 1 En los problemas 41 y 42, efectie las operaciones indicadas.

2 + 3sen’x
sen®x

|
J
/
J
€
(43 + 12dx 14. j(«/;- 1 dx *
|
J
|
|
|
|

25. dx 26.

Irl - 10r+4
J 40--2-)ds a ij(x2 —dx+5d 4 Ii(x2 —4x +5)dx
" dx " Jdx
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En los problemas 43-48, resuelva la ecuacién diferencial dada.

dy " dy
3 ZL=62+0 4. L= 10x + 3V
dx dx
dv | dy (2 +x)
45, & 46. pF—
d Iy
47.l=l—2x+senx 48.2= A
dx dX c032 X

49. Encuentre una funcién y = f(x) cuya grafica pase por el
punto (2, 3) y que también satisfaga la ecuacién diferen-
cial dy/dx=2x- 1.

50. Encuentre una funcién y = f(x) de modo quel dy/dx =
1/Vxyfo)=1.

51. Sif"(x) =2x, encuentre f'(x) y f(x).

52. Encuentre una funcién f tal que f"(x) = 6, f'(-1) =2y
fE1D)=0.

53. Encuentre una funcién f tal que f"(x) = 12x> + 2 para la
cual la pendiente de la recta tangente a su gréficaen (1, 1)
es 3.

54. Sif"(x) = 0, jcudl es f?

En los problemas 55 y 56, la gréfica de la funcién f se mues-
tra en azul. De las gréficas de las funciones F, G y H cuyas
gréficas se muestran en negro, verde y rojo, respectivamente,
¢cudl funcion es la grifica de una antiderivada de f? Jus-
tifique su razonamiento, '

55.

56.

A 2

e 2
//’ :

FIGURA 5.1.4  Grificas para el problema 56

= Aplicaciones

57. Un cubo que contiene un liquido gira alrededor de un eje
vertical a velocidad angular constante w. La forma de la

Asignatura: Analisis Matematico |l

5.1 Laintegral indefinida 275

seccién transversal del liquido giratorio en el plano xy
estd determinada por
dy o

dx g &

Con ejes de coordenadas como se muestra en la FIGURA
5.1.5, encuentre y = f(x).

b

o -~
)

FIGURA 5.1.5 Cubo en el problema 57

58. Los extremos de una viga de longitud L estan sobre dos
soportes como se muestra en la FIGURA 5.1.6. Con una carga
uniforme sobre la viga, su forma (o curva eldstica) estd
determinada a partir de

(, S l NS l 2
Ely = 2([14 2‘[4" ’
donde E, I'y ¢ son constantes. Encuentre y = f(x) si

JO) =0y f(L/2)=0.
y

FIGURA 5.1.6  Viga en el problema 58

= Piense en ello
En los problemas 59 y 60, determine f.

59, Jf(x) dx = Injlnx| + C

60. f f@) dx = x%" — 2xe* + 2¢* + C

61. Encuentre una funcién ftal que f(x) = x’yy = 4x + 7
sea una recta tangente a la gréafica de f.

4fdy/x

62. Simplifique la expresién e tanto como sea posible.

63. Determine cudl de los dos resultados siguientes es co-
rrecto:

[(x+ I)’dx=%(x+l)‘+C
0

f(x%- 1)3dx=%x4+x3+%xz+x+ C

d .
64. Dado que o Sen 7x = 7 cos 7rx, encuentre una antideri-

vada F de cosx que tenga la propiedad de que F(3) = 0.
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11 Integracion: tres recursos

I Introduccion En este capitulo vamos a resumir el estudio de antiderivadas que empez6 en el
capitulo 5, en el que mostramos superficialmente cémo obtener antiderivadas de una funcién f.
Recuerde que una integral definida

Jf(x) dx=F(x) + C

es una familia F(x) + C de antiderivadas de la funcion f; es decir, F estd relacionada con f por el
hecho de que F'(x) = f(x). De esta manera, a la derivada de una funcién especifica (sen x, cos x,
", In x, etc.) corresponde una integral indefinida anéloga. Por ejemplo,

dx

d -
——COS X = —Senx implica senx dx = —cos x + C.

I Tablas LaTABLA7.1.1 que se muestra a continuacion es una versién ampliada de la tabla 5.2.1.
Puesto que resume en notacién integral indefinida todas las derivadas de la regla de la cadena de
las funciones analizadas en los capitulos 1 y 3, referiremos las entradas de la tabla 7.1.1 a for-
mas familiares o bdsicas. El objetivo de este capitulo consiste en evaluar integrales que, en su
mayor parte, no caen en ninguna de las formas proporcionadas en la tabla.

La tabla 7.1.1 es s6lo la punta de un iceberg mds bien enorme; los manuales de referencia |
solfan incluir cientos de férmulas de integracion. Aunque aquf no somos tan ambiciosos, en la
seccién Formulas matemdticas al final de este texto proporcionamos una tabla mds amplia de
férmulas de integracién. Como de costumbre, en ambas se usa notacién diferencial. Si u = g(x)
denota una funcién diferenciable, entonces la diferencial de u es el producto du = g'(x) dx.

/

TABLA 7.1.1 |

Férmulas de integraci6n

Integrandos constantes

1.Jdu=u+C - 2. |kdu=ku+C

lnlegrandos que son potencias
n+l '

+C (n¥=1)

&

3 Ju"du= 4

= +
i “du Jdu Inju| +C

Integrandos exponenciales

(=)

. | a"du= ——a" +:4C

5. Je" du=¢e"+C

Integrandos trigonométricos

9. Isec’udu=tanu+ C 10. |csc® udu = —cotu + C

11. [secutanudu =secu + C 12. |cscucotudu = —cscu + C

—In|cos u| + C 14. |cotudu = Infsenu| + C

15.

7 Jsgn udu= —cosu+ C 8. Jcos udu=senu+ C

|
|

13. Jtan udu
J=

sec u du = In|sec u + tan u| + C 16. |cscudu = Infesc u — cotu| + C

(continiia)
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382 CAPITULO 7 Técnicas de integracion

mente sofisticado disefiado para realizar una amplia gama de operaciones matemticas simbdli-
cas como 4lgebra normal, dlgebra matricial, aritmética con nimeros complejos, resolver ecua-
ciones polinomiales, aproximar raices de ecuaciones, diferenciacion, integracién, graficado de
ecuaciones en dos o tres dimensiones, resolver ecuaciones diferenciales, manipular funciones
especiales ya contempladas en el SAC, etcétera. Si usted piensa convertirse en un estudiante
serio de matematicas, ciencias o ingenierfa, entonces una ayuda ideal para sus clases tedricas y
précticas (asf como para su carrera futura) serfa contar con una computadora portétil equipada
con un programa como Mathematica, Maple o MATLAB. También verifique en los laboratorios
de matemdticas de su departamento de matematicas o ffsica; las computadoras que ahi encuen-
tre indudablemente cuentan con uno o mds de estos programas.

A medida que conozca y se sienta cémodo al usar un SAC, tal vez se interese en investigar
sitios en la web como:

http://scienceworld.wolfram.com
http://mathworld.wolfram.com

Wolfram Research es el desarrollador del sistema computacional de dlgebra Mathematica.

SN Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-21.

= Fundamentos

En los problemas 1-32, use una sustitucién u y la tabla 7.1.1

para evaluar la integral dada.

IS"S‘ dx

Jsen I+
X
1+x

1;

w

et
25 — 4x?
[
xVdx? - 25
J—l—dx
25 + 4x2
11. ! d
25

x
4x* -

[cot 10x dx

13.

6
& et 16.
J G-

sz\/(l — 2% dx

17. Jsec 3x dx 18. |2 csc 2xdx
1
2 [ dx -1,
1
Vi 19. J—Sﬂ—*— dx 20. J—————dx
Vae VAR (1 + xHtan~" x
cose™ In 9x
% s 21. [ﬂi— 22. JE’E(_n_") di
1+ cos“x X
1 3
6. J———dx X
V25 — 452 23. Jcoshz 7 dx 24. Itanh xdx
3. [__]___._ dx 25. J(an 2x sec 2x dx 25. Jsen xsen (cos x) dx
25 + 4x? ; {
10 J X 27, Jsen xcsc(cos x)cot(cosx) dx 28. [cosx csc(sen x)gb
T )25 44’ - ‘
2 2 - S
12. I___lz - 29. [(1 + tan x)?sec? x dx I e
xVdax* + 25 o r
31 d 32. x
14. Jx csc? x% dx Il + ¥ S 1+ e®

1.2 Integracion por sustitucion

I Introduccion En esta seccién se ampliard la idea de sustitucién u presentada en la seccién
5.2, donde esta sustitucién se us6 bisicamente como ayuda para identificar que una integral era
una de las férmulas de integracion familiares como [u" du, [du/u, [e" du, etcétera. Por ejem-
plo, con la sustitucion u = In x y du = (1/x) dx reconocemos que

J' (In x)?

%
Usted debe comprobar que [x*V/2x + I dx no se ajusta a ninguna de las 31 férmulas de inte-
gracién de la tabla 7.1.1. No obstante, con ayuda de una sustitucién es posible reducir la integral
a varios casos de una de las férmulas en la tabla 7.1.1.

El primer ejemplo ilustra la idea general.

dx  eslomismo que [uz du.
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7.2 Integracion por sustitucion

Ve MEE Uso de una sustitucion u
Evalde sz\/Zx + 1 dx.

Solucién Si se hace u = 2x + 1, entonces la integral dada puede replantearse en términos de la
variable u. Para ello, observe que

x= %(u - 1), dx = %du,

x = %(u -1y = -};(uz -2+ 1)y Va+i=u"

Al sustituir estas expresiones en la integral dada se obtiene:

o a8 1
Jﬁ %+ Ldv= jz(uz — 2u + D= du,
| 1

A 2
1
es decir,
Ixz\/2x + ldx = %J(uz —2u+ Du'du ‘
|
LI, sp 32 4 12 wes aplicaciones de I
- = AT + pA ¢S aphcaciones (GH]
8 J(“ e 4 < férmula 3 en la tabla 7.1.1

o0 | —

—2-;17/2 - ﬂuS/z + Z u3/2 + C  « ahora se vuelve a sustituir para u
7 5 3
I T 5 1 2
=+ D - —@2+ PP+ S @+ D+ C
gg DRI s FAT et D
Usted debe comprobar que la derivada de la dltima linea en realidad es ¥Vt 1 |
La eleccién de cudl sustitucién usar, en caso de haber alguna, no siempre es evidente. En
general, si el integrando contiene una potencia de una funcién, entonces una buena idea consis-
te en intentar que u sea esa funcién o potencia de la funcién en si. En el ejemplo 1, la sustitu-

cién alterna u = V2x + 1 ou? = 2x + 1 lleva a la integral diferente § [ (1 — u?)*u? du. La dlti-
ma puede evaluarse al desarrollar el integrando e integrar cada término.

EEIGEE Uso de una sustitucion u

Evalie J
1

dx.

1
+ Vax

Solucién Sea u = Vx de modo que x = u? y dx = 2u du. Entonces

1 o 1
J] = \/;dx = J——l +u2udu

2u
= J—' du « ahora se usa division larga

I +u

= - _2_ formulas 2 y 4

- _’(2 1+ u)du “en tabla7.1.1

=2u—2lIn|l + u| + C < sevuelve asustituir para u
=2Vx-2In(l + Vx) + C. n

1 Integrandos que contienen una expresion cuadratica Si un integrando contiene una expre-
sién cuadrética ax? + bx + ¢, completar el cuadrado puede producir una integral que sea posi-
ble expresar en términos de una funcién trigonométrica inversa o una funcion hiperbélica
inversa. Por supuesto, también es posible que integrales mds complicadas produzcan otras fun-
ciones.

383
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[A]\)[JXelkR Completar el cuadrado

x+4
T o e b %
X2+ 6x + 18

Solucién Después de completar el cuadrado, la integral dada puede escribirse como

I -

Ahora, si u = x + 3, entonces x = u — 3y dx = du. En consecuencia,

el
= et

Evalie I

x+ 4
Ry
x*+6x+ 18

L}""—.x
(x+37%+9

x+ 4
X +6.\+|8

ivision término a término

sl

1
du
Ww+9

- lJ' U+ J L gu o formulasdy 24
2 +9 w+9 en latabla 7.1.1
l an-' 8
2ln(u +9)+ 3+C
lln[(x +3)2+9] + %tan"i§—3 +C
.]_ 1 -|X+ 3
2ln(x +6x+]8)+3 3 + C. ]

El siguiente ejemplo ilustra una sustitucién algebraica en una integral definida.

A3\ [JHol'S Una integral definida

2
Evalde J Gy + 1

—_—dx
b V3x + 2

Solucién Si u = 3x + 2, entonces

dx =

2, 3
6x+ 1 =2u- )+l—2u—3y\?3x+ =y

Puesto que se cambiard la variable de integracién, es necesario convertir los lfmites de integra-
cién x en limites de integracién u. Observe que cuando x =0, u =2 y cuando x =2, u = 8. En
consecuencia, la integral original se vuelve

h

x = —(u du,

6x + 1

Vix + 2

8

2u—31 T ;

dx = 7 3 du < de nuevo division érmino a término
y) u’

8
J (guz/3 - u“'/’) du
A 3
= (Z OB — éum) I
5 27,

. z)_(Z. s3_ 3. 2/3)

“(5 L 57 g%

=34 _2 spn 3 o

=3 5 2 2 « 277 = 79112, | |

Se pide que el lector vuelva a trabajar el ejemplo 4. La segunda vez use u = V3x + 2.
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7.2 Integracion por sustitucion 385

i) Cuando trabaje los ejercicios presentados en este capitulo, no se preocupe demasiado si
no siempre obtiene la misma respuesta que se proporciona en el texto. Al aplicar técni-
cas diferentes al mismo problema es posible obtener respuestas que parecen diferentes.
Recuerde que dos antiderivadas de la misma funcién pueden diferir cuando mucho por
una constante. Intente conciliar los conflictos que se presenten.

ii) También podria ser de utilidad en este punto recordar que la integracién del cociente de
dos funciones polinomiales, p(x)/q(x), suele empezar con divisién larga si el grado
de p(x) es mayor que o igual al grado de g(x). Vea el ejemplo 2.

iii)  Busque problemas que sea posible resolver con métodos previos.

SEGMINYW Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-22.

= Fundamentos
~ En los problemas 1-26, use una sustitucién para evaluar la

integral dada.
2. j X - 31 dx
(x+ 1)

1. J.\'(x + 1Y dx

3. J(2x+])\/a— Sdx 4, [ = D)V2x + 1dx
5. J\/_ld). 6. J\/_—Z
x+3
7. J(3t_ )3/2 8. j(t + )V + 7dx
X
0 [y o [
=3
11. J\/;_'_] 12. I
.
13. L T 14, J\/—Z
ISJ 16[
(x-l)* +7)
1. j\/e 1 ds IBJ :
‘ Vet
19. f ~Vodv 20. I\/ﬂ_v_d
ZIJ 22. I\/;Vl+t\/-dt
23J 2+7 j 6x — 1
X+ 2u+5 4y +4x+10

4x ~3

2. j—z“”—’dx 2. I—~——¢r
V16 - 6x — x* V11 + 10x - ¥

En los problemas 27 y 28, use la sustitucién u = x"® para eva-

luar la integral.
a1 [
Va+l

|
27. J\/__%(Ix

En los problemas 29-40; use una sustitucién para evaluar la
integral definida dada.

1 | ro
29. J xVix + 4dx 30, j xVx + 1dx
(]

'° V-1
32, d
, 10+\/' L\/}H *
& 0 3
3, JS‘ 34.[ 2 i
2 -viVx +1
4
I
35. J - Va ) dx 36.[———11):
A y b (1 + Va)
[ xR
38 | =
T 2P+ 2 X
6
39, Jx(l—a)’dx 40 J s 1
A by V2x + 4

En los problemas 41 y 42, use una sustituci6n para establecer
el resultado dado. Suponga x > 0.

2 x x
a1, j ld:=2f1dr . f Lfpw ‘j L
} t lt ] t 2]

= Repaso de aplicaciones

43. Encuentre el drea bajo la grificade y =
intervalo [0, 1].

44. Encuentre el drea acotada por la grificade y = x*Vx + |
y el eje x sobre el intervalo [—1, 1].

45. Encuentre el volumen del s6lido de revolucién que se
forma al girar la regién acotada por las grificas de y =
1

Vi+1

46. Encuentre el volumen del sélido de revolucién que se forma
al girar alrededor del eje x la regién en el problema 45.

47. Encuentre la longitud de la grifica de y = x** en el
intervalo [0, 9].

48. La ecuacién diferencial de Bertalanffy es un modelo

matemdtico para el crecimiento de un organismo donde
se supone que el metabolismo constructivo (anabolismo)

1
Bl sobre el
£

,x=0,x=4yy=0alrededor del eje y.
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del organismo procede en razén proporcional al drea donde A y B son pardmetros positivos. A partir de esta
superficial, mientras el metabolismo destructivo (catabo- ecuacién puede concluirse que el tiempo necesario para
lismo) procede en razén proporcional al volumen. Si que tal organismo aumente de peso desde w; hasta w;
“también se supone que el drea superficial es proporcional estd dado por la integral definida
a la potencia dos tercios del volumen y que el peso w del i {
organismo es proporcional al volumen, entonces es posi- T= [ —dw.
i AW = Bw

ble escribir la ecuacion de Bertalanffy como

dw
dt

Evaltie esta integral. Encuentre un limite superior sobre

= Aw*® — Bw, . el
cudnto puede crecer el organismo.

1.3 Integracion por partes

I Introduccién En esta seccién desarrollaremos una férmula importante que puede usarse a
menudo para integrar el producto de dos funciones. Para aplicar la férmula es necesario identi-
ficar una de las funciones en el producto como una diferencial. Recuerde que si v = g(x), enton-
ces su diferencial es la funcién dv = g'(x) dx.

I Integracion de productos Puesto que deseamos integrar un producto, parece razonable
empezar con la regla de diferenciacion del producto. Si u = f(x) y v = g(x) son funciones dife-
renciables, entonces la derivada de f(x)g(x) es

L ) = ) + g 0. (n

A su vez, la integracién de ambos miembros de (1),
[ soogn s = [eogon as+ [swrco

0 fg(x) = ff(x)g'(x)dx * [g(xv”(x) dx,
produce la férmula
[f (x)g'(x) dx = f(x)g(x) — Jg(x)f '(x) dx. ¥)
La férmula (2) suele escribirse en términos de las diferenciales du = f'(x) dx y dv = g'(x) dx:
[u dv = uv — Jv du. 3)

El procedimiento definido por la férmula (3) se denomina integracion por partes. La idea esen}
cial detrds de (3) es evaluar la integral [u dv mediante la evaluacién de otra, que se espera sea
més simple, integral [v du.

Directrices para la integracién por partes

« El primer paso en este proceso de integracién por partes consta en la eleccién e
integracién de dv en la integral dada. Como cuesti6n préctica, la funcién dv suele
ser el factor méds complicado en el producto que puede integrarse usando una de las
férmulas bésicas en la tabla 7.1.1.

+ El segundo paso es la diferenciacién del factor restante u en la integral dada. Luego
se forma

se diferencia

| ERRT
Ju dv = uv — Jv du.
R

se integra

« El tercer paso, por supuesto, es la evaluacién de Jvdu.
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7.3 Integraci6n por partes 387
Algunas veces los problemas de integracién pueden efectuarse aplicando varios métodos.

En el primer ejemplo, la integral puede evaluarse por medio de una sustitucién algebraica (sec-
¢ién 7.2) asi como por integracién por partes.

RN Uso de (3)
x
dx.
Vx+1

Solucién Primero, la integral se escribe como

Evalde J

[x(x + 1) 2 dx.
A partir de esta dltima forma vemos que para la funcién dv hay varias opciones. De las posibles
opciones para dv,
dv=(x+1)""dx, dv=xdx o dv=dx
escogemos
dv=(x+ 1)"/2dx y u=x

Luego, por integracién de la férmula 3 en la tabla 7.1.1 encontramos

v= J(x + 1)y = 20x + 2,  Cuando se integra dv no se
requiere ninguna constante de
Al sustituir v = 2(x + 1)"* y du = dx en (3) se obtiene integracion.

7 dv u v v du

oy el P /—“—7 R T
Ix(x + )V =x- 2+ 1) - JZ(x + D2 dx

2 e us6 la frmula 3
- [y L, T 3/2 __se uso la formula .
Ll 2 3(x e enlatabla 7.1

=2(x + )2~ %(x + 12+ C

Comprobacién por diferenciacion Para verificar el resultado precedente se usa la regla del
producto:

d e 32 i Gk -112 p_43 12
dx(lx(x+ D2 =30+ D+ C)= 2056+ 1) + 34 - st 1)

=x(r+ )72 4+ 20 + D2 = 2 + DY

_ X
= . ]

Vx+ 1

La clave para que la integracién por partes funcione consiste en hacer la eleccién “correc-
ta” de la funcién dv. En las directrices antes del ejemplo 1 se afirmé que dv suele ser el factor
més complicado en el producto que puede integrarse de inmediato por medio de una férmula
conocida de antemano. Sin embargo, esto no puede tomarse como una regla estricta. Consi-
derando que la opcién “correcta” para dv que se ha hecho a menudo se basa en retrospectiva
pragmatica, ;la segunda integral Jvdu es menos complicada que la primera integral Judv? (Es
posible evaluar esta segunda integral? Para ver qué ocurre cuando se hace una eleccién “mala”,
de nuevo se considerard el ejemplo 1, aunque esta vez se escoge

dv=xdx y u=(x+ 1)'?

de modo que V= % £y du= —%(x + 1) ax.

En este caso, al aplicar (3) se obtiene

Jx(x + 1) dx = %xz(x + 1)+ %sz(x + 1) ¥4y,
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Mas respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pgina RES-22.

= Fundamentos

En los problemas 1-40, use integracion por partes para evaluar

Asignatura: Analisis Matematico |l

la integral dada.

k.

.

5.

11.

13.

15.

17.

19.

21,

25,

27,

29,

31

33.

35.

37.

39.

Jx\/m- dx
Jln 4x dx

Jx In 2x dx
e

J(ln 1 dt
Jsen'l xdx
Ix Hidy
Ix’e"’“ dx
Ix‘e "dx
I: cos 8t dt
Jx sen x dx
Jﬁ cos 3x dx
J

¢ sen 4x dx

e 2 cos 6 df

(
0 sec 0 tan 6 df

sen x cos 2x dx

Jx’\/xz rer 83

sen (Inx) dx

x sec? x dx

|
[cscsxdx
|

2.

o)

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24,

26.

28.

30.

32.

36.

38.

40.

I 2 dx
V2x-5
Jln(x + 1) dx

I 12 1n x dx

=

n

3

,[(l Inn)?dt
1% tan™' x dx

5%

x'e*dx

|
sz 5 dx
|
[

x senh x dx

|
[l
5

A" sen 2x dx

e * cos Sx dx

-

¢

e sen Bx dx

¢ cos ¢ dt

cosh x cosh 2x dx

15

@+ 1)?

dt

cos x In(sen x) dx

x sec”! xdx

x tan® x dx

—_— —— —— —— ——y

En los problemas 41-46, evaltie la integral definida dada.

2

41, Ix In(x + 1) dx
o

43.

45,

1
42, J In(?* + 1) dx
0

4 ™
J xe % dx 44, I €' cos x dx
2 -

1 V22
I tan™" x dx 46, J cos™! xdx
o

0

= Repaso de aplicaciones

47.

48.

49.

50.

51,

52.

53.

54,

55.

56.

57.

Encuentre el drea bajo la grafica de y =1 + In x sobre el
intervalo (e, 3].

Encuentre el drea acotada por la grifica de y = tan”' xy
el eje x sobre el intervalo [—1, 1].

La regi6n en el primer cuadrante acotada por las gréficas
dey=Inx,x=5yy=0 gira alrededor del eje x. Encuen-
tre el volumen del s6lido de revolucion.

La regi6n en el primer cuadrante acotada por las gréficas
dey=¢",x=0y y=3 giraalrededor del eje y. Encuentre
el volumen del sélido de revoluci6n.

La regi6n en el primer cuadrante acotada por las gréficas
dey=senxyy=0,0=x<=<m, gira alrededor del eje
y. Encuentre el volumen del sélido de revolucién. }
Encuentre la longitud de la grifica de y = In(cos x) sobre |
el intervalo [0, 7/4]. ! ‘
Encuentre el valor promedio de f(x) = tan~'(x/2) sobre
el intervalo [0, 2]. l
Un cuerpo se mueve en linea recta con velocidad v(f) = l
¢ sen t, donde v se mide en cm/s. Encuentre la func1on
posici6n s(7) si se sabe que s = 0 cuando # =0.

Un cuerpo se mueve en linea recta con aceleracion
a(f) = te™", donde a se mide en cm/s. Encuentre la fun-
cién velocndad v(f) y la funci6n posicion s(f) si v(0) = 1 ‘
ys(0)=

Un tanque de agua se forma al girar la regién acotada por
las grificas de y=sen 7xy y = 0,0 < x = 1, alrededor
del eje x, que se toma en la direccidn hacxa abajo. El tanque |
contiene agua hasta una profundidad de } pie. Determine el
trabajo realizado para bombear toda el agua hasta la parte
superior del tanque. ‘
Encuentre la fuerza provocada por la presién de un lfqm- |
do sobre un lado de la placa vertical que se muestra en la‘
FIGURA 7.3.2. Suponga que la placa estd sumergida en agua
y que las dimensiones estdn en pies.

superficie

FIGURA 7.3.2 Placa sumergida en el problema 57
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58. Encuentre el centroide de la region acotada por las gréfi-
casdey=senx,y=0yx = m/2.

En lo;'ﬁromemas 59-62, evalde la integral usando primero
una sustitucién seguida de integracion por partes.

‘tan' Vx
o [

61. Jsen Vx + 2dx

dx 60. Jxe‘a dx

62. J cos Vi dt
0

En los problemas 63-66, use integracion por partes para esta-
blecer la férmula de reduccién dada,

63. J(ln x)"dx = x(Inx)" —n [(ln X" dx

sen" 'xcosx , n—1 -
64. Jsen" xdx = — + sen” 2 x dx
n n

cos" 'xsenx , n—1 2

65. Icos"xdx = + cos" 2 x dx
n n

sec" Zxtanx , n—2 e

66. Jsec" xdx = — 7 sec" ™2 x dx,

En los problemas 67-70, use una férmula de reduccidn para
los problemas 63-66 para evaluar la integral dada.

67. Isen3 x dx 68. Jso:c4 xdx

69. Jc:os3 10x dx 70. [cos“ xdx

71. Use el problema 64 para demostrar que para n = 2,

w2 I | /2
sen xdx = —— | sen""%xdx.
o oy

72. Demuestre cémo el uso repetido de la férmula en el pro-
blema 71 sirve para obtener los siguientes resultados.

L i 1:35«@~1)

n R S - . >

a)J sen” x dx = 0l T

0
nparyn=?2

Asignatura: Analisis Matematico |l

7.4 Potencias de funciones trigonométricas 393

2:4:6--
S A

w2 -1
b) J sen” xdx = (n )

0
n imparyn =3

w2
73. Use el inciso a) del problema 72 para evaluarJ' sen® x dx.
0

/2

74. Use el inciso b) del problema 72 para evaluar J sen’® x dx.

0

= Piense en ello

En los problemas 75-82, la integracién por partes es algo més
desafiante. Evalie la integral dada.

75. [ez" tan~' e* dx 76. [(sen ') dx
7. J 2 dx 78. J xe

(x+1) (x + 2)2
79. J.\'e" sen x dx 80. J * cos 2x dx
81. Jln(x+ P+ 1 J X a0

= Problemas con calculadora/SAC

83. a) Use una calculadora o un SAC para obtener la grifica
defx)=3+2 sen x— 5 sen* x.
b) Encuentre el drea bajo la grdfica de la funcién dada en
el inciso @) sobre el intervalo [0, 27 ].

84. a) Use una calculadora o un SAC para obtener las grifi-
casde y=xsenxyy=xcCOSX.

b) Encuentre el drea de la regidn acotada por las gréficas
sobre el intervalo [x;, x,], donde x, y x, son las coor-
denadas x positivas correspondientes a los puntos pri-
mero y segundo de interseccion de las graficas para
x>0.

1.4 Potencias de funciones trigonométricas

I Introduccion En la seccidn 5.2 vimos como integrar sen” x y cos” x. En esta seccion vere-
mos c6mo integrar potencias superiores de sen x y cos x, determinados productos de potencias
de sen x y cos x, y productos de potencias de sec x y tan x. Las técnicas ilustradas en esta sec-

cién dependen de identidades trigonométricas.

I Integrales de la forma [sen™ x cos” x dx Para evaluar integrales del tipo

Isen"’ x cos” x dx,

distinguimos dos casos.
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58. Encuentre el centroide de la region acotada por las gréfi-
casdey=senx,y=0yx = m/2.

En log‘ijreblemas 59-62, evalde la integral usando primero

una sustitucién seguida de integracion por partes.

A 1=l
59. [%f’f[ix 60. Jxe‘f*' dx

2

61. Jsen\/x+2dx 62. J cos V1 dt
0

En los problemas 63-66, use integracin por partes para esta-
blecer la férmula de reduccién dada.

63. J(ln X)"dx = x(Inx)" —n J(ln 2 dx

sen" 'xcosx  n—1 _
04. Jsen" xdx = — + sen" 2 x dx
n n

cos" 'xsenx , n—1 ol

65. Icos" xdx = + cos" % xdx
n n

sec" 2xtanx  n—2 -

66. Jsec" xdx = - 3 sec" 2 x dx,

En los problemas 67-70, use una férmula de reduccién para
los problemas 63-66 para evaluar la integral dada.

67. Jsen3 xdx 68. jsec4 x dx

69. J’cos3 10x dx 70. Icos" xdx

71. Use el problema 64 para demostrar que para n = 2,

w2 n—1("
sen” x dx = sen” 2 x dx.
o L

72. Demuestre cémo el uso repetido de la férmula en el pro-
blema 71 sirve para obtener los signientes resultados.

/2 w 1:3:5--.(n—1)

sen” = ——

")L L R v

nparyn =2
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/2 2:-4-6---(n—1)
b) J sen xdy=—r

b 3.5.7...)1
nimparyn =3
w2

73. Use el inciso a) del problema 72 para evaluar[ sen® x dx.

=]

/2
74. Use el inciso b) del problema 72 para evaluarj sen’ x dx.
. 0

= Piense en ello

En los problemas 75-82, la integraci6n por partes es algo mds
desafiante. Evalde la integral dada.

75. Jez‘ tan”' e* dx 76. J’(sen_l x)* dx
X 2L
77.J % dx 78.J 2L dx
(x+1) (x +2)
79. Jxe" sen x dx 80.: Jxe"" cos 2x dx
81. Jln(x + Va2 + 1)dx 82 Iedx

= Problemas con calculadora/SAC

83. a) Use una calculadora o un SAC para obtener la gréifica
de f(x)=3+2 sen’ x — 5 sen* x.
b) Encuentre el drea bajo la grafica de la funcién dada en
el inciso ) sobre el intervalo [0, 27].

84. a) Use una calculadora o un SAC para obtener las grafi-
casde y=xsenxyy=XxcCoSX.

b) Encuentre el drea de la region acotada por las graficas
sobre el intervalo [x;, x,], donde x, y x, son las coor-
denadas x positivas correspondientes a los puntos pri-
mero y segundo de interseccién de las gréficas para
x>0.

1.4 Potencias de funciones trigonométricas

I Introduccién En la seccién 5.2 vimos cémo integrar sen” x y cos? x. En esta seccién vere-
mos ¢6mo integrar potencias superiores de sen x y cos x, determinados productos de potencias
de sen x y cos x, y productos de potencias de sec x y tan x. Las técnicas ilustradas en esta sec-

cién dependen de identidades trigonométricas.

I Integrales de la forma [sen™ x cos” x dx Para evaluar integrales del tipo

[sen"' x cos” x dx,

distinguimos dos casos.

(D
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CASO I: mo nes un entero positivo impar
- Primero suponemos que m = 2k + 1 en (1) es un entero positivo impar. Entonces:
+ Empezamos por separar el factor sen x de sen?*! x, es decir, se escribe sen”" ' x = sen’ x
sen x, donde ahora 2k es par.
. . . . P 4 e
«» Usamos la identidad pitagérica basica sen’x= 1 — cos”x, para volver a escribir
sen® x = (sen?x)* = (1 — cos? ).
« Desarrollamos el binomio (1 = cos”x)".

De esta manera es posible expresar el integrando en (1) como una suma de potencias de cos x
multiplicadas por sen x. Asi, la integral original puede expresarse como una suma de integrales,
cada una de la cuales tiene la forma identificable

W dn
e
Icos’ xsenxdx = —[(cos X) (—senxdx) = —Ju’ du.

Sin =2k + 1 es un entero positivo impar en (1), entonces el procedimiento es el mismo, excep:
to que escribimos cos®* x = cos? x cos x, usamos cos® x = | — sen’ x, y escribimos la integral
como una suma de integrales de la forma

%
i du

sen” xcos xdx = | (senx) (cos xdx) = | u" du.
Observamos que el exponente 7 no necesita ser un entero.

EEGEREN Caso ! de laintegral (1)

Evalde [sens x cos’ x dx.

Solucién Empezamos por escribir la potencia de sen x como sen’x = sen’ x sen x:

Jsen5 xcos’xdx = J’cos2 xsen® x sen x dx

= JCOS2 .\'(SCH2 X)Z sen x dx « reemplace sen’y por | = cos’x
= Jcos2 x(1 = cos? x)? sen x dx *
= Jcos2 x(1 -2 cos’x + cos x)senxdx ¢ escribe como tres integrales
o du i du u* du
T A N SO A TN
= —| (cos x)*(—senx dx) + 2| (cos X} (—senxdx) — | (cos X (—sen x dy)
1 2 1
=y cos® x + -5-c035,v - 7cos7,r +C. [

Caso | de la integral (1)

Evaltie Jsen3 xdx.

Solucién Como en el ejemplo 1, volvemos a escribir la potencia de sen x como sen’x sen x:

(
sen? x sen x dx

Il

Jsen3 xdx

= |(l - cos? x) sen x dx

(
= |senxdx + J(cos 1)?(—sen x dx)

—cos x + —%cos’ x+ C
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EEEEIEN Caso | de laintegral (1)

Evaltie Isen4 x ¢os’ x dx.

Solucién En esta ocasién volvemos a escribir la potencia de cos x como €08 X €08 X!

Jsen4 xcos’ xdx = J sen? x cos® x cos x dx

[sen X (l — sen” x) cos x dx + se escribe como dos integrales
(],, u* un
/—"-ﬁ —— N
(sen x)* (cos x dx) — | (sen x)*(cos x dx)

WLy n
5 X~ 3 sen’ x + C.
CASO Il: my nson ambos enteros no négativos pares

© Cuando m y n son enteros no negativos pares, la evaluacion de (1) depende de las identidades
' trigonométricas

sen x cos X = %sen 2x, sen’x = %(l — c0s2x), cost x = = (1 + cos2x). 2)

R —

En la seccién 5.2 vimos las dos dltimas identidades como las formas iitiles para las férmu-
© las de la mitad de un éngulo para el seno y el coseno.

 PEIEEEA Uso de las identidades (2) en la integral (1)
Evalde J sen? x cos” x dx.

. Solucién La integral se evaluard en dos formas. Empezamos por usar las férmulas segunda y
i terceraen (2):

)
i

Jsenzxcoszxdx = [%(1 — cos 2x)~%(l + cos 2x) dx

I

|-

(1 - cos? 2x) dx

1
B—

-

( [l _ ]5(1 B 4]0} A ‘_lcrccr'.l idz?nli‘dud en(2)

con x sustituida por 2x
.
Il
— — —cos 4x | dx
J (2 2

1 ]
Sx 2 sendx + C.

FNIT

Il

Solucién alterna  Ahora usamos la primera formula en (2):

Jsen2 xcos® xdx = J(sen x cos x)* dx

o i
= J(zsenh) dx

J-;— (1 — cos 4x) dx.

El resto de la solucidn es igual que antes. |

Fgpe
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Al restar los resultados en (4) ¥ (5) se Hega al resultado deseado:

|
Ilan’.r sec x dx = -zl-secxmn x=3 In|sec x + tan x| + C. n

Integrales del tipo

= Fundamentos

jco&"'.t ese" xdy (6) 'ﬁ
se mancjan de manera andloga a (3). En este caso usamos la identidad cse® x = 1 + cot? x.
MS respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en 2 pégina RES-22.
: oy 27 Ioolwx s’ x dy 28. ](I + escl i) di
En los problemas 1-40, evalie la integral indefinida. Observe
que algunas integrales no caen, hablando estrictamente, en sec’(l — 1) sen’ V7 cos? Vi
ninguno de los casos considerados en esta seccién. Usted j m 30. J*‘V’—‘ dt

debe evaluar estas integrales aplicando métodos previos.

1. I (senx)"? cos x d 2. jcos‘ 5x sen Sx dx
3. jcos’x dx 4. I sen’ 4x dx
5. [ sen® 1 dt 6. I cos’ 1 d
7 jscn’.r cos’ x dx 8. fsen’ 2x cos® 2v dx
9, jscn‘ 1 dt 10. ]cos" 0 do
1. I sen®x cos* x dx 12. f °°si X e
sen’ x
13. jsen‘x cos* x dx 14. J‘sen2 3x cos? 3x dx
15. [ tan® 2¢ sec* 21 dr 16. I(Z = Vian x)? sec? x dx

17. Ilan’x sec’ x dy 18,

3 X
sec” = dx
2
tan® x sec x dx

21, |tan’x sec® x dx

g
.ﬁ‘-‘h‘
g

s
8=

19. Itxm3 x(sec )72 dy

A dl

=
J

25. [ cos’x cot x dx 26. |senx sec’xdy

23. jsec’.rdx

31 | (1 + tan x)? sec xdx (tan x + cot x)° dy

33. [wn'xydx tan® x dx

———
£
e S—

35. [cot’rdr esed 1 dt

Sy

38. | cot 2x csc®? 2v dx

37. | (tan®x — tan®x) dx

39, |xsen® xPdx 40.

——

f x tan* (x?) sec? (x?) dx
En los problemas 41-46, evalde la integral definida dada.

=f2 /2
41, I sen® 0Vcos 0 df 42. I sen® x cos® x dy
=3 0

43. J;scn’ZJdt 44, I sen* x cos? v dx

w/4 =3
45, L tan y sec* y dy 46. L tan x sec”? x dx

En los problemas 47-52, use las identidades trigonométricas

SCN MY COS nx = %[sen(m + n)x + sen(m - n)x)

Sen My sen ny = %[oos(m = n)x = cos(m + n)x]

COS MX COS nx = %[cos(m = n)x + cos(m + nx)
para evaluar la integral trigonométrica dada,

47. Isen X cos 2vdy 48. jcos 3x cos Sx dx
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49. Jsen 2x sen 4x dx 50. [m&! ”
sec bx

/6 w2
51. J ~C0s 2x cos x dx 52. J scnéx senlx dx
Ml A 2 2

53. Demuestre que

0, m#n
T, m=n

m
J sen mx sennx dx = {
)

m
. FIGURA 743 Grificas para el problema 57
54, Evalde J sen mx cos nx dx. rificas para ¢ problemd
-

58. La grifica de la ecuacion r=|sen 46 sen 3 6] 0 < 6 < 2,

encierra una regién que es un modelo matemdtico para la
= Repaso de aplicaciones forma de una hoja de castafio. Vea la FIGURA 7.4.4. En el
capitulo 10 verd ciue el drea acotada por esta gréfica estd
dada por A = 3 o I~ d0. Encuentre esta drea. [Sugeren-
cia: Use una de las idemidades dadas en las instrucciones
para los problemas 47-52.]

En los problemas 55y 56 se proporcnonan las graficas de
f(x) = sec’(x/2) (problema 55) y f(x) = sen’x (problema 56).
Encuentre el volumen del slido de revolucién que se obtiene
al girar la regi6n R acotada por la funcién de f sobre el inter-
valo [ —/2, /2] alrededor del eje indicado. !

y
55. Eleje x:
2 2
FIGURA 7.4.1 Region en el problema 55
FIGURA 744 Region en el Hojas de castafio
56. Larectay=1; problema 58
9‘ = Problemas con calculadora/SAC
59, Use una calculadora o un SAC para obtener las gréficas
y=sen’x dey= cos’x, y = cos’xyy= cos’ x sobre el intervalo
[0, 7). Use las grificas para conjeturar los valores de las
-— X integrales definidas
*-?_‘ 5 m T T
FIGURA 7.4.2 Region en el problema 56 J cos’ x dx, I cos’xdx y J cos’ x d.
0 0 0
57. Encuentsre el drea desla region R acotada por las gréficasde 0, En el problema 59, ¢cudl cree que es el valor de
y=sen’xy y=cos’x sobre el intervalo [—3w/4, w/4]. J7 cos” x dx, donde n es un entero positivo impar? De-
Vea la FIGURA 7.43. muestre Su conjetura.

1.5 Sustituciones trigonométricas

1 Introduccion Cuando un integrando contiene potencias enteras de x y potencias enteras de

V-, Vid+i o Vid-d,a>0 (1

podemos evaluar la integral por medio de sustituciones tr igonométricas. Los tres casos que con-
sideramos en esta seccion dependen, a su vez, de las identidades pitagéricas fundamentales escri-
tas en la forma:

| —sen?f =cos?d, 1 +tan’f=secd y  sec’f—1=tan’0.
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m respuestas de los problemas impares seleccionados coméenzan en la pagina RES-23.

= Fundamentos En los problemas 39-44, evaliie la integral definida dada.
En los problemas 1-38, evalie la integral indefinida dada por I i g
medio de una sustitucién trigonométrica cuando asf conven- 39 I Vi — o dx 40. [ & dx
ga. Usted debe evaluar algunas de las integrales sin una susti- 's' '2' .
tucion, 1 J 1
4 | 5 dx 2. | —F—=dx
(Vi-2 % L (o + 25" vir'Val - |
1 |—r—dx 2 ? dx o &
x° - ?
2 ' 43. I ‘—'9-—zd.: 4. L X+ )P dx
3.J———4x 4.] 3 - Py ) XVA=x
X =36

. ( En los problemas 45 y 46, use integracion por partes seguida
5. [xV + Tdx 6 |(1—xdx de una sustitucion trigonométrica.

y: lAvi=g e 8. (x’\ etk 45, Ix’ sen”' x dx 46. Jx cos™ x dx
|

= Repaso de aplicaciones

W BT ;
J (- 4" | 47. Use una calculadora o un SAC para obtener la grifica de
N x S | rea bajola graf:
y . Encuentre el drea bajo la gréfica sobre el
L. J\/x +4d 12 st+xzdx V3t a
21 ml 1 intervalo [l. \/ﬂ
B | RV T 2 L I Vit - 25 o 48. Use una calculadora o un SAC para obtener la gréfica de
i I | " “ I 1 " y = x*V/| = x*. Encuentre el drea bajo la gréfica sobre
. | T — N T — X 2
xm V16 - 2 el intervalo (0, 1].
| | 49. Demuestre que el drea de un circulo dado porx* + y* = o’
17. [ - dx 18. J = dx es ma’.
xV1+a? 2Vl + 8 . 3
; 5 50. Demuestre que el drea de una elipse dada por a*x* +b%?
19, | X=X g 2. J =1 = a’¥ es mab.
x . * . 51. La region descrita en el problema 47 gira alrededor del
2. X il 2. }_‘___ d eje x. Encuentre el volumen del sélido de revolucién.
O -2 @ +x)" : .
: 52. Laregion en el primer cuadrante acotada por las gréficas
1 IS
23, dx 4. d dey= ,x=2yy=0 gira alrededor del eje x.
(1 + 2 J(x’-—l)z : 4 4+x’x 24 & ¢ b
I 3 Encuentre el volumen del sélido de revolucién.
2. @ + X dx 26. Ja - 2 d 53. La regién en el primer cuadrante acotada por las gréficas
I i 3 dey= x\V4 + x*, x=2y y=0 gira alrededor del eje y.
27 dx 28. = dx Encuentre el volumen del sélido de revolucién.
L2410 JViax - 22

54. Laregién en el primer cuadrante acotada por las graficas

|
|
|
|
|
2, I.!—l-dx 30.
|
|
|
|

RN S X L ;
o +6x + 13 J(“ T dey-\/;___xz,.nlyy-Ognraalrcdcdordclejcy.
3 x—3 WA » J | de Encuentre el volumen del sélido de revolucién.
R R o (= + 2" 55. Encuentre la longitud de la gréfica de y = In x sobre el
“ 24, “ I L intervalo [1, \/5f
' e v e 3" "4+ (x -3 56. Encuentre la longitud de la grifica de y = —jx* + 2x
) sobre el intervalo [1, 2.
2 V4 - 9
3. 2+ 16 dx 36. I " dx 57. Una mujer, M, empezando en el origen, se mueve en la
direccion del eje y positivo jalando una masa a lo largo de
37, 6x — X2 dv 38 I+ dx la curva C, denominada tractriz, indicada en la FIGURA
Véx = x* 758. La masa, que inicialmente estd sobre el eje x en
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(a, 0), es jalada por una cuerda de longitud constante a
que mantiene durante todo el movimiento.

a) Demuestre que la ecuacién diferencial de la tractriz es

dy a’ — x?

dx )

b) Resuelva la ecuacién en el inciso a). Suponga que el
punto inicial sobre el eje x es (10, 0) y que la longitud
de la cuerda es a = 10 pies.

¥ '
FIGURA 7510  Placa sumergida en el problema 59
60. Encuentre el centroide de la region acotada por las grafi-

! ,y=0,x=0yx =3

V1 + x?

= Piense en ello

casdey=

(a,0)
FIGURA 758 Tractriz en el problema 57

61. Evalte las siguientes integrales por medio de una sustitu-
cioén trigonométrica idénea,

58, La regi(?n acotada por la gréﬁca de (x — a) + y? = 1%, 5 j 1 i b) jw T e
r < a, gira alrededor del eje y. Encuentre el volumen del o™ — |
s6lido de revoluci6n o toroide. Vea la FIGURA755. 62. Encuentre el drea de la region en forma creciente mostra-

da en amarillo en la FIGURA 75.11. La regi6n, fuera del
circulo de radio a pero dentro del circulo de radio b,
a# b, se denomina luna,

(x= (1)2 + y2 =r?

FIGURA 7.59 Toroide en el problema 58

59. Encuentre la fuerza del fluido sobre un lado de la placa
vertical mostrada én la FIGURA 7.5.10. Suponga que la
placa estd sumergida en agua y que las dimensiones estdn
en pies. FIGURA 75.11  Luna en el problema 62

1.6 Fracciones parciales

I Introduccién Cuando se suman dos funciones racionales, por ejemplo g(x) = 2/(x+35)y
h(x) = 1/(x + 1), los términos se combinan por medio de un denominador comtin:

2 L. .. 20 [ I (X% 5
g(;)+h(x)—x+5+x+1_x+5(x+]>+x+l(x+5)' &

Al sumar los denominadores en el miembro derecho de (1) obtenemos la funcién racional simple

x+7
(x+ 5+ 1)

Ahora suponga que es necesario integrar la funcién £, Por supuesto, la solucién es evidente: usa-
mos la igualdad de (1) y (2) para escribir

Jix) = 2

Ix+7 _ 3 I )
]mdx_”_x+5+x+l}dx 2infc + 5|+ Infx + 1) + C.
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(a, 0), es jalada por una cuerda de longitud constante a
que mantiene durante todo el movimiento.

a) Demuestre que la ecuacién diferencial de la tractriz es

dx x

b) Resuelva la ecuacién en el inciso a). Suponga que el
punto inicial sobre el eje x es (10, 0) y que la longitud
de la cuerda es a = 10 pies.

dy a’ — x?

y Y |
FIGURA 7510  Placa sumergida en el problema 59
60. Encuentre el centroide de la region acotada por las grafi-

1 ,y=0,x=0yx =3

V1 + x?

= Piense en ello

casdey=

(a,0)
FIGURA 758 Tractriz en el problema 57

61. Evalte las siguientes integrales por medio de una sustitu-
cién trigonométrica idénea,

: ’ SRS T S
58. La regl('?n acotada por la gréﬁca de (x —a)* +) L B J 1 i b) Jw / 2 il
r < a, gira alrededor del eje y. Encuentre el volumen del ¥ — |
s6lido de revolucién o toroide. Vea la FIGURA 753, 62. Encuentre el drea de la regi6n en forma creciente mostra-

da en amarillo en la FIGURA 75.11. La regién, fuera del
circulo de radio a pero dentro del circulo de radio b,
a # b, se denomina luna,

(= n)2 + y2 =2

FIGURA 7.59 Toroide en el problema 58

59. Encuentre la fuerza del fluido sobre un lado de la placa
vertical mostrada én la FIGURA 7.5.10. Suponga que la
placa estd sumergida en agua y que las dimensiones estdn
en pies. FIGURA 75.11 Luna en el problema 62

1.6 Fracciones parciales

I Introduccién  Cuando se suman dos funciones racionales, por ejemplo g(x) = 2/(x + 5) y
h(x) = 1/(x + 1), los términos se combinan por medio de un denominador comdin;

o 2 L .. 2 (%1 L .fx+%5
g()')+h(x)_x+5+x+l—x+5(x+]>+x+l(x+5)' M

Al sumar los denominadores en el miembro derecho de (1) obtenemos la funcién racional simple

e 3xtT
W=eToa+rny - @

Ahora suponga que es necesario integrar la funcion f. Por supuesto, la solucién es evidente: usa-
mos la igualdad de (1) y (2) para escribir

3x+7 _ 2 1 _
[attga | e iy fac=2me s siampn e
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Este ejemplo ilustra un procedimiento para integrar ciertas funciones racionales f(x) = p(x)/
¢(x). Este método consiste en invertir el proceso ilustrado en (1); en otras palabras, empezamos
con una funcion racional —como (2)— y la separamos en fracciones componentes més simples
¢(x) =2/(x +5) y h(x) = 1/(x + 1), denominadas fracciones parciales. Luego evaluamos la
integral (érmino a término.

I Fracciones parciales El proceso algebraico para separar una expresién racional, como (2),
en fracciones parciales se denomina descomposicion en fracciones parciales. Por conveniencia
supondremos que la funcidn racional f(x) = p(x)/q(x), g(x) # 0, es una fraccién propia o una
expresion racional propia; es decir, que el grado de p(x) es menor que el grado de ¢(x).
También supondremos que p(x) y ¢(x) no tienen factores comunes.

En esta seccién estudiaremos cuatro casos de descomposicion en fracciones parciales.

I Factores lineales distintos  El siguiente hecho del dlgebra se plantea sin demostracién. Si el
denominador g(x) contiene un producto de n factores lineales distintos,

(ax + b)(ax + by) -+~ (ax + b,),

donde las a; y b;, i=1,2, ..., n, son nimeros reales, entonces es posible encontrar constantes
reales tnicas Cy, Gy, ..., C, tales que la descomposicién en fracciones parciales de
fx) = p(x)/q(x) contiene la suma
Cl i@ CZ 4 %4 Cn
ax + by ax+ b, ax + b,

En otras palabras, la descomposicion en fracciones parciales que se ha supuesto para f contiene
una fraccion parcial para cada uno de los factores lineales a;x + b;.

A oM N Factores lineales distintos
. 2+ 1 )
Evalie J(x it 3) dx.

Solucién  Se establece la hipétesis de que el integrando puede escribirse como

2x + 1 __A + B
C-Dx+3) x—=1 x+3

Al combinar los términos del miembro derecho de la ecuacién sobre un comin denominador
obtenemos
2 + 1 Ax+3)+Bx-1)
x-Dx+3)  (-Dxr+3)

Puesto que los denominadores son iguales, los numeradores de las dos expresiones deben ser
idénticamente iguales:

2v+ 1 =Alx+3)+ B(x - 1). (3)
Puesto que la iltima linea es una identidad, los coeficientes de las potencias de x son los mismos
L—igualcs—l
2+ 1= (A + Byx + (34 — B

— iguales

y en consecuencia,
2=A+8B
1 =34 - B. (4)
Al sumar las dos ecuaciones obtenemos 3 = 44, de modo que encontramos A = 3. Luego, al sus-

tituir este valor en cualquier ecuacién de (4) obtenemos B = 3. Por tanto, la descomposicion en
fracciones parciales deseada es

wHl i
(=) A3) A X

—+ |1
(S}

7.6 Fracciones parciales 407
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J' NoTas DESDE EL AULA

Hay otra forma, denominada método de encubrimiento, para determinar los coeficientes
en una descomposicion en fracciones parciales en el caso especial cuando el denominador
del integrando es el producto de factores lineales distintos:

P&) _
A= rle= 1) = 1)

flx) = (

Este método se ilustrard por medio de un ejemplo especifico. A partir del anlisis anterior
sabemos que existen constantes tnicas A, B y C tales que

X+ d4x -1 A B C

G=NE-2006+3) -1 332 5%+3 (13)

Suponga que multiplicamos por x — 1, que se simplifica y luego se hace x = 1, a ambos miem-
bros de esta tltima expresion. Puesto que los coeficientes de B y C son cero, obtenemos

x4+ d4x— | _ s
G-t |, 4 © A=-L
Escrito de otra forma,
P +dx -1

A

x=1

=D& -2 +3)

donde sombreamos o cubrimos el factor que se cancela cuando el miembro izquierdo de
(13) se multiplica por x — 1. Este factor cubierto no se evalia en x = |. Luego, para obtener
B'y C simplemente evaluamos el miembro izquierdo de (13) mientras se cubren, a la vez,
X=2yx+3

44— “B B Bz_l_l
= DX =2)(x + 3)|,-, 5
X +dx -1 _ _ |
G- DG-)E I s € © C=7F
Por tanto, obtenemos la descomposicién
P 4dx— | o =1 + :‘% + = i
CG-Dx=2)x+3) x-1 x-2 x+3

HLIGAGER M Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-23,

7.6 Fracciones parciales 413

= Fundamentos

En los problemas 1-8, escriba la forma idénea de la descom- la integral dada.

posicién en fracciones parciales de la expresion dada. No eva-
liie los coeficientes.

]
9. Jx(x =5 dx

x+2
- x

X =1
x4 x

9x — 8

"W -3)x-39) 11,
3 X 4 -3
T -+ 2y "+ 6

4 P [ X 5

5 —— : ~
2o+ 3) (+2+x+1)
20— x W -x+4
T 49 FHPx

B i )

En los problemas 9-42, use fracciones parciales para evaluar
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| 1
19. dx 20.
J(x+1)(x+2(x+3) I(4x—1)(x+7)
47 + 31— 1 sz—11
21. dt 2%
J £t x©+ 22
1 t—1
23; d. 24,
L AR b Jt4+6r3+9t2
% - 1 I
25. dx 26. J
J(x-l- 1) . K% — 47
”. J ‘
(x* + 6x + 5)?
2. J - L
Gr=F=0)E"—=2%—=8)
4+ i o + —
2. J" clas S S PR J 2ol g
¥+ 2 x(x — 3)2(x+2)
3L, J S 32. [
x(x*+ 1) (x——l)x +3
3. J——"-—~dx 3, [ :
e+ D+ D x—l)(x +4)
3. L L 36. J
x5+ 4 x+13x+36
. J . 3. j
» =1 ¥ +27x
2; J W —x+1 .
(x+ D>+ 2 +2)
40.J 4x + 12 .
(x — 2)(x* + 4x + 8)
2
an, Jx—z)#dx 4. J;m
(* + 4) o+ 1)y

En los problemas 43 y 44, proceda como en el ejemplo 7 para
evaluar la integral dada.

3 _ 2 _ 2
8. Jx 2 +x de m [ X
8+ 16 (o + 3)?

En los problemas 45 y 46, proceda como en el ejemplo 8 para
evaluar la integral dada.

4 2 5 3
85, [———" L 78 46. J N Sl L
x+1) X =10x"+9

En los problemas 47-54, evaltie la integral definida dada.

o * 9
47.[2——ﬁdx 48.[2 dx

zx_-6x+5

szl < J A+6

0(x+3)2 x(x+1)2
SIJ ———————dx SZJ

x+ ¥ +2x+2 x+8x +16
53[ 2x + Sx 54J

(2 + 5y +6 x+4x +5A

Asignatura: Analisis Matematico |l

En los problemas 55-58, evalie la integral definida dada usan,
primero la sustitucion indicada seguida por fracciones parciales,

55. J\/]——ﬁ

¥ dy, Wr=1-x"
X

p=1., 5_wm=1
56'[ x+1d"' T

3
57 IXTde wW=x+1

b =

S | v

= Repaso de aplicaciones

En los problemas 59 y 60, encuentre el drea bajo la grafica de la
funcién dada sobre el intervalo indicado. De ser necesario, use
una calculadora o un SAC para obtener la grafica de la funcién.

60. y = [0,4]

o+ 12+
En los problemas 61 y 62, encuentre el drea acotada por la
grafica de la funcion dada y el eje x sobre el intervalo indica-
do. De ser necesario, use una calculadora o un SAC para obte-
ner la grafica de la funcion.

—-— x . —
0L 3= eadmray L Wl
3
62. y = D [-2,1
=5 g [(-2,1]

En los problemas 63-66, encuentre el volumen del sélido de
revoluci6n que se forma al girar la regién acotada en el primer
cuadrante por las graficas de las ecuaciones dadas alrededor
del eje indicado. De ser necesario, use una calculadora o un
SAC para obtener la gréfica de la funcién dada.

L B s
63'y—x(x+l)’x_1’x_3,)~0, eje x
64.)‘=——‘1_,x=0,x=2,)’=03 eje ¥

(x+ Dx+4)

4
65. y=——,x=0,x=1y=0; ejey

YTy ’ “
8 .

66. y=————x=0,x=1,y=0; ejey

o+ D6+ 4)

= Piense en ello

En los problemas 67-70, evalde la integral dada haciendo pri-
mero la sustitucion seguida de una descomposicion en frac-
ciones parciales.

sen x

COS X
67. [—2——ch 68. [ﬁ
sen“x + 3senx + 2 COS“ X — €08’ X

er e2/
69. | ——————dr 70. St
(' + (e — 2) e+ 1y

dx
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a) Si t(0) = 0, demuestre que el tiempo necesario para
que el péndulo vaya de B a P es

L _|( § )
=sen |— )
8 Sc

\b)-Use el resultado del inciso @) para determinar el
tiempo de recorrido de B a C.
¢) Use b) para determinar el periodo T del péndulo; es
decir, el tiempo para hacer una oscilacion de A a C
y de regreso a A.

t(s) =

FIGURA 521 Péndulo en el problema 63

= Piense enello
64. Encuentre una funcion y = f(x) para la cual f(m/2) = 0

Q - 3 RY . L . Q] 2
Y ¢ = o5 X. [Sugerencia: cos® x = cos® x cos x.]

Asignatura: Analisis Matematico |l

En los problemas 65 y 66, use las identidades en (25) para
evaluar la integral indefinida dada.

65. Icos“ xdx 66. Jsen‘ xdx

En los problemas 67 y 68, evalde la integral indefinida dada.

2x
- 68.[e B

67. J —_—— S
Vit -16 e+l
En los problemas 69 y 70, evalde la integral indefinida dada.

I .
. Jl + seandA

69.I S
1 = cosx

En los problemas 71-74, evalde la integral indefinida dada.
Suponga que f es una funcién diferenciable.

71. J £(8x) dx 2 J xf'(5x%) dx

= I VAIf Qs dx 7. J@i”_'_’ "

fGx+1)

75. Evaltie Jj"(4x)dxsi f)=Vx*+ 1.

76. Evalie j { Jsec2 3x dx} ax.

5.3 El problema de érea

I Introduccién  Asi como la derivada es motivada por el problema geométrico de construir una
tangente a una curva, el problema histdrico que conduce a la definicién de integral definida es el
problema de encontrar un 4rea. En especifico, tenemos interés en la siguiente versién de este

problema:

¢ Encontrar el drea A de una regién acotada por el eje x y la gréfica de una funcién no
negativa continua y = f(x) definida sobre un intervalo [a, b).

El érea de esta regién se denomina drea bajo la grafica de f sobre el intervalo [a, b]. El reque-
rimiento de que f sea no negativa sobre [a, b) significa que ninguna parte de esta grafica sobre
el intervalo estd por abajo del eje x. Vea la FIGURA 53.1.

FIGURA 531 Area bajo la grifica
de f sobre [a, b}
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Antes de continuar con la solucién del problema de drea es necesario hacer una breve digre-
sién para analizar una notacion \til para una suma de nimeros como

L4243+ #0 § P24 50 2l

I Notacion sigma Sea «; un nimero real que depende de un entero k. La suma a; + a, + a,
+ - -+ a, se denota por el simbolo X _ ,a; esto es,

n
Eak=a, +a,tay+ o +a, (1)
k=1

Puesto que 3 es la letra griega mayuscula sigma, (1) se denomina notacién sigma o notacién
de suma. La variable k se denomina indice de la suma. Asi,

termina con este valor de &

el simbolo 2 indica &
* 2
la suma de ax k

=1
empieza con el valor

mdicado de &

es la suma de todos los nimeros de la forma a; cuando k asume los valores sucesivos &k = 1,
k=2,...,ytermina con k = n.

]SRN Uso de la notacion sigma

La suma de los diez primeros enteros pares

2+4+6+ - + 18420

.y o . 10 . s .
puede escribirse de manera abreviada como ;- 2k. La suma de los diez enteros positivos impa-
res

L+3+5+ - +17+19

puede escribirse como 2 ‘12 2k = 1). ]

El indice de la suma no necesita empezar en el valor k = 1; por ejemplo,

5 5
DXk=P 42+ oy FHR=242'+224+20+ 24425
k=3 k=0
Observe que la suma de los diez enteros positivos impares en el ejemplo 1 también puede escri-
birse como Ek o(2k + 1). Sin embargo, en un andlisis general siempre se supone que el indice
de la suma empieza en k = 1. Esta suposicién responde mds a razones de conveniencia que de
necesidad. El indice de la suma a menudo se denomina variable ficticia, puesto que el stmbolo
en si carece de importancia; lo que importa son los valores enteros sucesivos del indice y la suma
correspondiente. En general,

n ‘n
Zak za, 2(1,' = 2(1",.

i=1 Jj=1 m=1

Por ejemplo,

10 10 10 '
Ya=Vd=D4=4"+2+4+ ... +4°
k=1 i=1 j=1

I Propiedades A continuacion se presenta una lista de algunas propiedades importantes de la
notacion sigma.

5.3 El problema de drea 287
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Teorema 5.3.1 Propiedades de la notaci6n sigma

Para enteros positivos m y n,

i) 2 ca, = c 2 a;, donde c¢ es cualquier constante

k=1 k=1
n n n

iy Dia x )= Dag* Ebk
k=1 k=1
n

iii) Eak Za‘ + E ag.m < n.
k=1 k=m-+1

La demostracién de la férmula i) es una consecuencia inmediata de la ley distributiva. Por
supuesto, if) del teorema 5.3.1 se cumple para la suma de mas de tres términos; por ejemplo,

2(0&""7&"'0‘)— 2(1‘4' Zlh Ec‘..

k=1 k=1

I Formulas de sumas especiales Para tipos especiales de sumas indicadas, particularmente
sumas que implican potencias de enteros positivos del indice de la suma (como sumas de ente-
ros positivos consecutivos, cuadrados sucesivos, cubos sucesivos, etc.) es posible encontrar una
férmula que proporcione el valor numérico verdadero de la suma. Para efectos de esta seccién,
centraremos la atencién en las cuatro férmulas siguientes.

Teorema 5.3.2 Foérmulas de sumas

Para n un entero positivo y ¢ cualquier constante,

0 2" = g i 2 n(n +1)
k=1

n + 2 2
iif) Ekz . n(n 1)6(211 + 1) i) Ek’ o (n:— 1) .

Las férmulas i) y ii) pueden justificarse ficilmente. Si ¢ es una constante, es decir, indepen- |
diente del indice de la suma, entonces >;_,c significac + ¢ + ¢ + -+ + c. Puesto que hay n
¢, tenemos > . ,c = n - ¢, que es i) del teorema 5.3.2. Luego, la suma de los n primeros enteros
positivos puede escribirse como ;.. k. Si esta suma se denota por la letra S, entonces

S=142+34+ - +m—2+@m—1)+n )
En forma equivalente, S=n+n -1+ n—-2)+ -+ +3+2+ 1. 3)

Si sumamos (2) y (3) con los primeros términos correspondientes, luego los segundos tér-
minos. y asi sucesivamente, entonces

28=nn+DH+m+D+@0+D+ - +(n+ ll=n(n g 5

n términos de n + |

Al despejar S obtenemos S = n(n + 1)/2, que es ii). Usted debe poder obtener las férmulas iii)
y iv) con las sugerencias que se proporcionan en los problemas 55 y 56 en los ejercicios 5.3.

A\ [l B Uso de formulas de suma

Encuentre el valor numérico de E:O. (& + 5)%.
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Solucion Al desarrollar (k + 5)° y usar i) y ii) del teorema 5.3.1, podemos escribir

20 20
E(k + 5)2 = 2 (k* + 10k + 25) <« seeleva al cuadrado el binomio
k=1 k=1

2 20 20
= 2/(2 h 102/( + 225. i)y i) del teorema 5.3.1
k=1 k=1 k=1
Con la identificacién n = 20, por las férmulas de sumas iii), ii) y i) del teorema 5.3.2, respecti-
vamente, se concluye

20(21)(41) 020(2 1)

20
Sk + 57 = = | +20-25 = 5470, ]
k=1 2

La notaci6n sigma y las férmulas de sumas anteriores se usarn de inmediato en el siguien-
te andlisis.

I Area de un triangulo Suponga por el momento que no se conoce ninguna férmula para
calcular el érea A del tridngulo rectdngulo proporcionado en la FIGURA 5.32a). Al superponer un sis-
tema rectangular de coordenadas sobre el tridngulo, como se muestra en la figura 5.3.2b), se ve
que el problema es el mismo que encontrar el drea en el primer cuadrante acotada por las lineas
rectas y = (h/b)x, y = 0 (el eje x) y x = b. En otras palabras, deseamos encontrar el 4rea bajo la
grifica de y = (h/b)x sobre el intervalo [0, b].

Al usar rectdngulos, la FIBURA 533 indica tres formas diferentes de aproximar el 4rea A, Por
conveniencia, seguiremos con mayor detalle el procedimiento sugerido en la figura 5.3.3b).
Empezamos al dividir el intervalo [0, 5] en n subintervalos del mismo ancho Ax = b/n. Siel
punto fronterizo derecho de estos intervalos se denota por x}, entonces

xT=Ax=!)-
i n

5.3 El problema de drea 289

a) Tridngulo rectdngulo

b) Tridngulo rectdngulo en

un sistema de coordenadas
FIGURA 532 Encuentre el drea
A del tridngulo rectingulo

FIGURA 53.3  Aproximacién del drea A usando tres rectdngulos

Como se muestra en la FIGURA 534a), ahora construimos un recténgulo de longitud f(x¥) y ancho
Ax sobre cada uno de estos n subintervalos. Puesto que el 4rea de un rectdngulo es largo X
ancho, el drea de cada rectdngulo es f(x})Ax. Vea la figura 5.3.4b). La suma de las 4reas de los
n rectdngulos es una aproximacién al nimero A. Escribimos

A= fQP)Ax + f(5)Ax + -+ + fxh)Ax,

0 en notacién sigma,

n

A= 2 fihAx.

k=|

)

a) n recténgulos

i

el drea es
flxp) Ax

—

Ax o
b) Area de un recténgulo general
FIGURA 534 El drea A del tridin-

gulo es aproximada por la suma
de las dreas de n rectdngulos
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Parece vélido que reduzcamos el error introducido por este método de aproximacién (el drea
de cada rectdngulo es mayor que el 4rea bajo la gréfica sobre un subintervalo [x;_,, x,]) al divi-
dir el intervalo [0, b] en subdivisiones més finas. En otras palabras, esperamos que una mejor
aproximacion a A pueda obtenerse usando méds y més rectdngulos (n — 00) de anchos decrecien-
tes (Ax — 0). Luego,

f(x)=§x. xk'k<) f(xk)-— k y Ax=

de modo que con ayuda de la férmula de suma if) del teorema 5.3.2, (4) se vuelve

n U + 1
Azz(ﬁ.k)kJ_’;Ek:!’L;.l(ﬁ__):@(]+%). (5)

Finalmente, al hacer n — 00 en el miembro derecho de (5), obtenemos la férmula conocida para
el drea de un tridngulo:

=Ly 1
A =3 bh lfm(l+n) 5 bh.

I El problema general Ahora pasaremos del ejemplo precedente especifico al problema gene-
ral de encontrar el drea A bajo la gréfica de una funcién y = f(x) que es continua sobre un inter-
valo [a, b]. Como se muestra en la FIGURA 53.5a), también suponemos que f(x) = 0 para toda x en
el intervalo [a, b]. Como sugiere la figura 5.3.5b), el 4rea A puede aproximarse al sumar las 4reas
de n rectdngulos que se construyen sobre el intervalo. A continuacién se resume un procedimien-
to posible para determinar A:

* Divida el intervalo [a, b] en n subintervaloss [x;_,, x;], donde
A=< <Hp< o <X ) <X =b,

de modo que cada subintervalo tiene el mismo ancho Ax = (b — a)/n. Esta colecci6n de
nimeros se denomina particién regular del intervalo [a, b]

* Escoja un nimero xj en cada uno de los n subintervalos [x;_, x;] y forme los n produc-
tos f(xi')Ax. Puesto que el 4rea de un rectdngulo es largo X ancho, f(x¥)Ax es el 4rea del
rectdngulo de largo f(x{) y ancho Ax construido sobre el k-6simo subintervalo [x;_;, x;].
Los n nimeros x, x3, x%, ..., x} se denominan puntos muestra.

* La suma de las 4reas de los n rectangulos
DSaHAx = fHAx + FaHAx + fFaDAX + - + fxF)Ax,
k=1

representa una aproximacion al valor del drea A bajo la grifica de f sobre el intervalo
[a, b).

Con estas notas preliminares, ahora ya es posible definir el concepto de 4rea bajo una gré-
fica.

a) Area A bajo la gréfica b) n rectdngulos

FIGURA 535 Encuentre ¢l 4rea A bajo la gréfica de f sobre ¢l intervalo [a, b)

Pag.40



[ ]
gggﬁﬁg‘gﬁ& Asignatura: Analisis Matematico II

5.3 El problema de drea 291

Definicion 531 Area bajo una gréfica

Sea f continua sobre [, b] y f(x) = 0 para toda x en el intervalo. El 4rea A bajo la gréfica
de f sobre el intervalo se define como

A= lim if(x}’f)Ax. (6
= £ 2|

.

Es posible demostrar que cuando f es continua, el limite en (6) siempre existe sin importar
el método usado para dividir [a, b] en subintervalos; es decir, los subintervalos pueden tomarse
0 no de modo que su ancho sea el mismo, y los puntos x§ pueden escogerse en forma arbitraria
en los subintervalos [x;-;, x;]. No obstante, si los subintervalos no tienen el mismo ancho,
entonces en (6) es necesario un tipo diferente de limite. Necesitamos sustituir n — 00 por el
requerimiento de que la longitud del subintervalo mas ancho tienda a cero.

I Una forma practica de (6) Para usar (6), suponga que escogemos x§ como se hizo en el ané-
lisis de la figura 5.3.4; a saber; sea x} el punto fronterizo derecho de cada subintervalo. Puesto
que el ancho de cada uno de los n subintervalos de igual ancho es Ax = (b — a)/n, tenemos

x=

Luego, parak =1, 2, ..., ntenemos
b—a

n

’*—a+2Ax-a+2(bn”)

1

Xf=a+Ax=a+

x’§=a+3Ax=a+3(b;a)

xf,‘=a+nAx=a+n(b;a)=b.

Al sustituir a + k(b — a)/n por x§ y (b — a)/n por Ax en (6), se concluye que el 4rea A tam-
bién estd dada por

A= lim 2 f( Lo ) b-a Q)

n—0o0 n

Observamos que puesto que Ax = (b — a)/n, n — 00 implica Ax — 0.

Area usando (7)

Encuentre el drea A bajo la gréfica de f(x) = x + 2 sobre el intervalo [0, 4].

Solucion El 4rea estd acotada por el trapezoide indicado en la FIGURA 5.356a). Al identificar
a=0y b=4, encontramos

Asi, (7) se vuelve

A "lir&zf(o +id ) _MEf(‘”‘)

g (4k " 2)
n—.oollk=| n

hm-—[ 2 k+2 2 | ] « por las propiedades 1) y i) del teorema 5.3.1 FIGURA 536 Area bajo la gréfica
n—ooll | 0 (T en el ejemplo 3

Il

I
!
E
M

]
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FIGURA 53.7 Area bajo la gré
en ¢l ejemplo 4

Luego, por las formulas de suma i) y ii) del teorema 5.3.2, tenemos

+ 1
A = lim 4 [9- . diude + Zn]

n=0ofl | 1 2
o 16 n(n + 1) - "
= "Lr{; ) "2 <« se divide entre n?
= 11'm[8(1 + 1) + 8]

n—00 n
= 8lim <l + 1) + 8lim1

n—eo n n—00

= § + 8 = 16 unidades cuadradas.

AEEOIY Area usando (7)

Encuentre el drea A bajo la grafica de f(x) = 4 — x? sobre el intervalo [-1,2].

Solucién  El drea se indica en la FIGURA 5.37). Puesto que a = —1 y b =2, se concluye que

o lell 3
===

Ax \
n
A continuacién se revisarn los pasos que llevan a (7). El ancho de cada rectdngulo estd dado por

Ax = (2 = (=1))/n = 3/n. Luego, empezando en x = —1, el punto fronterizo derecho de los n
subintervalos es

x=-1 §d
n
4
==l +2<§)= <142
n n
X3 —1+3(§>=—l+2
n n
3
_ = -1 +n(;)=2.
| Entonces, la longitud de cada rectdngulo es
< O - |
* — o _ Zl=q4-|= =
k) f< 1+n) A=) an s
6 [ 6P
¥ = — — {— — -— -_—
f(3) f( 1+") 4 _ l+n_
9 [ 9]
frw pliopoanZ Yagro | - pg 2
fob) f( 1+") ¥ st

f(x3)=f("1

+37")=f(2)=4—(2)2=0.
El érea del k-ésimo rectdngulo es largo X ancho:

R

n
Al sumar las 4reas de los n rectdngulos obtenemos una aproximacion al 4rea bajo la grafica sobre
el intervalo: A = X[, f(x¥)(3/n). A medida que el nimero n de rectdngulos crece sin limite,
obtenemos '

2
D3 gyl )3
n n

n’

s
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., ar" estd

59. Use (7) y la férmula de suma 63. Una férmula de suma para la suma de los n términos de
. . , una sucesion geométrica finita a, ar, ar?, ..
= atn + )60 + 9" +n—1) dada por
k=1 30 n [
para encontrar el 4rea bajo la grafica de f(x) = 16 — x* kglar““ = “( T )
sobre [—2,2]. -
6B Bomenmeriaabi upiBiaiby= 8w, Tj Use esta férmula de suma, (8) de esta seccidn, y la regla
) ; , : 2 * de L’Hopital para encontrar el drea bajo la gréfica de
al considerar el 4rea bajo la grifica de y = x” sobre [0, 1]. = a*vabre [0, 11
Lleve a cabo sus ideas. ¥ 3 h" . — o
61. Encuentre el drea bajo la graficade y = V/x sobre [0, 8] e U.n pocn Ce RBiina =t curso ce Tisica para princi-
sl considecat &) dica. bajo; la‘grdfica de y'= 5 sobre piantes todo mundo sabe que la distancia de un cuerpo
P que cae es proporcional al cuadrado del tiempo trans-
=r=s currido. Galileo Galilei (1564-1642) fue el primero en
62. a) Supongaquey = ax* + bx + ¢ = 0 sobre el interva-

lo [0, xy]. Demuestre que el drea bajo la grifica sobre
[0, xo] estd dada por

/l‘-a lb CXp.
3 2 0

b) Use el resultado en el inciso a) para encontrar el drea
bajo la grifica de y = 6x* + 2x + 1 sobre el interva-
lo [2,5].

5.4 Laintegral definida

I Introduccion En la secci6n previa vimos que el drea bajo la gréfica de una funcién continua
no negativa f sobre un intervalo [a, b] se definia como el limite de una suma. En esta seccion
verd que el mismo tipo de proceso limite conduce al concepto de integral definida.

Sea y = f(x) una funci6n definida sobre un intervalo cerrado [a, b].

Considere los siguientes cuatro pasos:

descubrir este hecho. Galileo encontré que la distancia
que se mueve una masa hacia abajo en un plano inclina-
do es proporcional a un entero positivo impar. Por tanto,
la distancia total s que una masa se mueve en n segundos,
con n un entero positivo, es proporcional a 1 +3 + 5 +
-+« + 21— 1. Demuestre que esto es lo mismo que afir-
mar que la distancia total que se mueve una masa hacia
abajo en un plano inclinado es proporcional al tiempo
transcurrido n.

» Divida el intervalo [a, b] en n subintervalos [x;.,,x;] de anchos Ax; = x; — x-,

donde

a=x)<x <X <

< Ap=1 < Xy = b.

()

La coleccién de nimeros (1) se denomina particién del intervalo y se denota por P.

.

+ Sea ||P| el mayor nimero de los n anchos de los subintervalos Ax;, Ax,, ..., Ax,. El e L 0 o
niimero ||P|| se denomina norma de la particién P. a=Xo X Xy K x=b

» Escoja un nimero x§ en cada subintervalo [x,-,, x;] como se muestra en la FIGURAS4.1.  FIGURA54.) Punto muestra x
Los n niimeros x¥, x%, x3, ..., x¥ se denominan puntos muestra en estos subintervalos. — en [¥-1 %]

* Forme la suma

2 FOH)Ax,
k=1

@

Sumas del tipo proporcionado en (2) que corresponden a varias particiones de [a, b] se
denominan sumas de Riemann en honor del famoso matemdtico alemidn Georg Friedrich
Bernhard Riemann.

Aungque el procedimiento anterior parece muy semejante a los pasos que llevan a la defini-

cién de 4drea bajo una gréfica dada en la seccién 5.3, hay algunas diferencias importantes.
Observe que una suma de Riemann (2) no requiere que f sea continua 0 no negativa sobre el
intervalo [a, b]. Asf, (2) no necesariamente representa una aproximacion al drea bajo una gréfi-
ca. Tenga en cuenta que “drea bajo una grafica” se refiere al drea acotada entre la grdfica de una
funcién continua no negativa y el eje x. Como se muestra en laFIGURA5.4.2, si f(x) < O para algu-
na x en [a, b], una suma de Riemann puede contener términos f(x})Ax;, donde f(x) < 0. En
este caso, los productos f(x§)Ax, son nimeros que son los negativos de las dreas de rectingulos
trazados abajo del eje x.

FIGURA 54.2 La funcién fes
positiva y negativa sobre el
intervalo [a, b}
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EEEEN Una suma de Riemann

Calcule la suma de Riemann para f(x) = x> — 4 sobre [—2, 3] con cinco subintervalos determina-

dosporxg= -2, ==L =0 =Lx,=Lx=3yxf=-1,xd=-Lxf=4f=}
x¥ = 3, Encuentre la norma de la particién.
Solucién En la FIGURA 54.3 se muestra que los nimeros x;, k =0, 1, .. ., 5 determinan cinco

subintervalos [~2, =3, [~4, 0, [0, l].?
x} (en rojo) dentro de cada subintervalo.

1, %] y [% 3] del intervalo [-2, 3] y un punto muestra

.\'|=—% X=0 n=1 ,\"=%
X =-2ﬁ_g_w_&_¢_q,_&__\ Ne=
% i —— —— - =14 e
R AT RS FUR B
He=-1 x=-d x=l o om=d xS

FIGURA 543 Cinco subintervalos y puntos muestra en el ejemplo |

Luego, evalie la funcién f de cada punto muestra y determine el ancho de cada subintervalo:

faD=f=)=-3,  An=x-x=-= % gy %
1) =f(—;}) =8 tu=n-x=0- <_.;.) -1
f(x}*)=f(%)= —175. Ay=x;-x,=1-0=

) =f(%> =1 nex-x=l-1-3
f(xt)=f(§)—§, Als—-.rs—x4=3—%‘=%_

Entonces, la suma de Riemann para esta particion y esa eleccion del punto muestra es

FOHAx; + f(xDAx, + f(xD)Ax; + fD)Axs + f(xF)Axs
9
)+(@)

-cof)- (- Cho-

16 \2
Al analizar los valores de los cinco Ax, observamos que la norma de la particiénes |P| = 3. ®

3

36

4

5

4

279
i -8.72.

Para una funcién f definida sobre un intervalo [a, b], hay un nimero finito de posibles sumas
de Riemann para una particién dada P del intervalo, puesto que los niimeros xj pueden escoger-
se arbitrariamente en cada subintervalo [x;_, x;].

([ [{ KM Otra suma de Riemann

Calcule la suma de Riemann para la funci6n del ejemplo 1 si la particién de [—2, 3] es la misma

pero los puntos muestra son X = lad=dad=dyat=21

= -3

LN
Solucién Sélo es necesario calcular f en los nuevos puntos muestra, puesto que los nimeros
Ax son los mismos que antes:

f@x) =f(-%) - -%
sy =o(-4) = -2
s =A3)=-2
s =1(2)= -1

f(x¥) = f2.1) = 041.
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Ahora la suma de Riemann es
FOHAx, + fO5)Ax, + f(x5)Ax; + FOF)Ax, + f(E)Axs :
- _Z 3 255 _ﬁ —Z 3 é -
_( 4)(2) +< 64 )( ) ( 16)“) +( 4)(4> + (0-41)(4) 885. m

Tenemos interés en un tipo especial de limite de (2). Si las sumas de Riemann Sie i f(HAx,
estdn préximas a un nimero L para foda particién P de [a, b] para la cual la norma ||P|| esté
cerca de cero, entonces escribimos

. < * =
lggogf(xk Ay, =L 3)

y se dice que L es la integral definida de f sobre el intervalo [a, b]. En la siguiente definicién
se introduce un nuevo sfmbolo para el mimero L.

Definicion 5.4.1 La integral definida

Sea f una funcién definida sobre un intervalo cerrado [a, b]. Entonces la integral definida de
fdea ab, que se denota por f:f(x) dx, se define como

b n
, = 3 *
L fx) dx .l:ToE FOeHAX,. )

Si el Ifmite en (4) existe, se dice que la funcién fes integrable sobre el intervalo. Los nime-
ros a y b en la definicién precedente se denominan limite inferior y limite superior de integra-
cién, respectivamente. La funcién f se denomina integrando. El simbolo integral [, segin lo
usaba Leibniz, es una S alargada que representa la palabra suma. También observe que |P| —0
siempre implica que el ndmero de subintervalos n se vuelve infinito (n — ©0). No obstante,
como se muestra en la FIGURA 5.4.4, el hecho de que n — 00 no necesariamente implica ||P|| — 0.

I Integrabilidad En los dos teoremas siguientes se plantean condiciones que son suficientes
para que una funcién f sea integrable sobre un intervalo [a, b]. No se proporcionan las demos-
traciones de estos teoremas.

Teorema 5.4.1 Continuidad implica integrabilidad

Si fes continua sobre el intervalo cerrado [a, b], entonces f: f(x) dx existe; es decir, f'es inte-
grable sobre el intervalo.

Hay funciones definidas para cada valor de x en [a, b] para las cuales el lfmite en (4) no
existe. También, si la funci6n f no est4 definida para todos los valores de x en el intervalo, la inte-
gral definida puede no existir; por ejemplo, después se verd por qué una integral como
f 4(1/x)dx no existe. Observe que y = 1/x es discontinua en x = 0 y no est4 acotada sobre el
1mervalo Sin embargo, a partir de este ejemplo no debe concluirse que cuando una funcién f
tiene una discontinuidad en [a, b], f f(x) dx necesariamente no existe. La continuidad de una
funcién sobre [a, b] es condicién suﬁc:erue pero no necesaria para garantizar la existencia
de f J(x) dx. El conjunto de funciones continuas sobre [a, b] es un subconjunto del conjunto de
funciones que son integrables sobre el intervalo.

El siguiente teorema proporciona otra condicién suficiente para integrabilidad sobre [a, b].

Teorema 5.4.2 Condiciones suficientes para integrabilidad

Si una funcién f estd acotada sobre el intervalo cerrado [a, b], es decir, si existe una cons-
tante positiva B tal que —B < f(x) < B para toda x en el intervalo y tiene un nimero finito
de discontinuidades en [a, b], entonces f es integrable sobre el intervalo,

5.4 Llaintegral definida 297

Pl
a "
— A ———————————>

b
el nimero de intervalos
se vuelve una infinidad

FIGURA 544 Una infinidad de
subintervalos no implica [|P| —0.
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y=f(x)
0

[ S—-

X

FIGURA 54.5 La integral definida
de f sobre [0, 3] existe

y=f(x)
Y :
J i y=8
/ 1'7
1
—tT ! b
+ t t X
i /—_
1
|
VEREE
'

FIGURA 546 La funcién f no
estd acotada sobre [a, b]

=1 1
FIGURA 54.7 Area en el
ejemplo 3

X

Asignatura: Analisis Matematico |l

Cuando una funcién f estd acotada, su grafica completa debe estar entre dos rectas horizon-
tales, y =By y =—B. En otras palabras, | f(x)| = B para toda x en [a, b]. La funcién

_ )4, 0=sx<2
f(x)—{l, 2=sx=3

mostrada en la FIGURA 5.45 es discontinua en x = 2 pero estd acotada sobre [0, 3], puesto que
|f(x)] = 4 para toda x en [0, 3]. (Para el caso, 1 < f(x) = 4 para toda x en [0, 3] muestra que f
estd acotada sobre el intervalo.) Por el teorema 5.4.2 se concluye que f(ff(x) dx existe. La FIGU-
RA 546 muestra la grifica de una funcién f que no estd acotada sobre un intervalo [a, b]. Sin
importar cudn grande sea el nimero B escogido, la gréfica de f no puede estar confinada a la
region entre las rectas horizontales y =By y =—B.

I Particion regular  Si se sabe que una integral definida existe (por ejemplo, el integrando fes
continuo sobre [a, b)), entonces:

¢ Ellimite en (4) existe para cualquier forma posible de particién [a, b] y para toda forma
posible de escoger x{ en los subintervalos [x_;, x;].

En particular, al escoger los subintervalos del mismo ancho y los puntos muestra como los pun-
tos fronterizos derechos de los subintervalos [x;_,, x;], s decir,

b—a -
= xt=a+kb a‘
n n

Ax

y /o [ Sy B

la expresion (4) puede escribirse en forma alterna como
b n
_ b—a\b—a
[,f(.v)dx B Jiﬂgf(“ ik n ) n

Recuerde por la seccién 5.3 que una particion P de [a, b] donde los subintervalos tienen el
mismo ancho se denomina particién regular.

&)

I Area Tal vez usted concluya que los planteamientos de J':f(x') dx dados en (4) y (5) son
exactamente los mismos que (6) y (7) de la seccién 5.3 para el caso.general de encontrar el drea
bajo la curva y = f(x) sobre [a, b]. En cierta forma esto es correcto; no obstante, la definicién
5.4.1 es un concepto mds general puesto que, como ya se observd, no estamos requiriendo que f
sea continua sobre [a, b] o que f(x) = 0 sobre el intervalo. Por tanto, una integral definida no
necesita ser un drea. Entonces, ;qué es una integral definida? Por ahora, acepte el hecho de que
una integral definida es simplemente un nimero real. Compare esto con la integral indefinida,
que es una funcién (o una familia de funciones). El érea bajo la gréfica de una funcién continua
no negativa, ;es una integral definida? La respuesta es /.

Teorema 5.4.3 El drea como integral definida

Si fes una funcién continua sobre el intervalo cerrado [a, b]y f(x) = 0 para toda x en el inter-
valo, entonces el drea A bajo la gréfica sobre [a, b] es

b
A= J f(x) dx. (6)

(Ao lEH El drea como integral definida

Considere la integral definida [ 11 V1 = x?dx. El integrando es continuo y no negativo, de

modo que la integral definida representa el drea bajo la gréfica de f(x) = V'1 — x? sobre el
intervalo [—1, 1]. Debido a que la grifica de la funcién f es el semicirculo superior de
x* + y? = 1, el 4rea bajo la gréfica es la regién sombreada en la FIGURA 5.4.7, Por geometrfa sabe-
mos que el drea de un circulo de radio r es 7r%, y asf con r = 1 el drea del semicfrculo y, por
tanto, el valor de la integral definida, es

1
J V1 =xtdx = %w(l)2 = -;-‘n.
-1
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S
1 0 dx

FIGURA 549 Las 4reas son
aditivas
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Definicién 5.4.2

Por el inciso i) de la definicién 5.4.2,
los limites de integracién —

|
[(x3 +3x)dx = 0.
I

son los mismos —

|
EZEEGEA Otro repaso al ejemplo 4
En el ejemplo 4 vimos que [ _'2,\3 dx = —%. Por el inciso i) de la definicién 5.4.2 se concluye que
-2 I
15y _ 15
3 = - 3 = ————) = —
J' x*dx J_zx dx = —( 4 ) e o

En el siguiente teorema se enumeran algunas de las propiedades bsicas de la integral definida.
Estas propiedades son andlogas a las propiedades de la notaci6n sigma proporcionadas en el teore-
ma 5.3.1, asf como a las propiedades de la integral indefinida que se analizaron en la secci6n 5.1.

Teorema 5.4.4 Propiedades de la integral definida

Sify g son funciones integrables sobre el intervalo cerrado[a, b], entonces

b b
i) J kf(x)dx = k I [f(x) dx, donde k es cualquier constante

a

b h b
if) J [f(x) £ g(0)]dx = J f(x)dx = f g(x) dx.

a

El teorema 5.4.4ii) se extiende a cualquier suma finita de funciones integrables sobre el in-
tervalo[a, b]:

b b b b
J [fix) + fox) + -+ + fi(0)] dx = Jf.(x) dx + sz(X) dxt oo & If..(X) dx.

La variable independiente x en una integral definida se denomipa variable ficticia de inte-
gracién. El valor de la integral no depende del simbolo usado. En otras palabras,

b b b ’
I Ll J e Jf(s) ds = [f(:) i ©)
y asi sucesivamente. K 4 a a

=]\ olK: N Otro repaso al ejemplo 4

Por (9), no importa qué sfmbolo se use como la variable de integracién:
1 1 1 (.
Jx’dx=J r’dr=Js3ds= f far = -2, m
- -2 -2 4

2 -2

Teorema 5.4.5  Propiedad aditiva del intervalo

Si fes una funcién integrable sobre un intervalo cerrado que contiene a los nimeros a, b y
¢, entonces

b ¢ b
[ f(x)dx = J f(x)dx + J f(x) dx. (10)

Resulta ficil interpretar la propiedad aditiva del intervalo dada en el teorema 5.4.5 en el caso
especial en que f es continua sobre [a, b]y f(x) = 0 para toda x en el intervalo. Como se ve en
la FIGURA 54.9, el drea bajo la gréfica de f sobre [a, c] mds el 4drea bajo la gréfica del intervalo
adyacente [c, b] es la misma que el drea bajo la gréfica de f sobre todo el intervalo [a, b].

Nota: La conclusién del teorema 5.4.5 se cumple cuando a, b y ¢ son tres nimeros cualesquie-
ra en un intervalo cerrado. En otras palabras, no es necesario tener el orden a < ¢ < b como se
muestra en la figura 5.4.9. Ademds, el resultado en (10) se extiende a cualquier nimero finito de
nimeros a, b, ¢y, ¢y ..., ¢, en el intervalo. Por ejemplo, para un intervalo cerrado que contiene
a los nidmeros a, b, ¢, y ¢3,

b € [ b
Jf(x) dx = J fx)dx + I f(x) dx + If(x) dx.
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I Posdata: Un poco de historia Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) nacié en
Hanover, Alemania, en 1826. Fue hijo de un ministro luterano. Aunque era cristiano devoto,

Riemann

pruebas concluyentes. . .
matematica. , .

Riemann no se inclind por seguir la vocacién de su padre y abandon el estu-
dio de teologfa en la Universidad de Gotinga para seguir una carrera de estu-
dios en los que su genio era evidente: matemdticas. Es probable que el con-
cepto de sumas de Riemann haya sido resultado de un curso sobre integral
definida que tomd en la universidad; este concepto refleja su intento por asig-
nar un significado matematico preciso a la integral definida de Newton y
Leibniz. Después de presentar su examen doctoral sobre los fundamentos de
las funciones de una variable compleja al comité examinador en la
Universidad de Gotinga, Karl Friedrich Gauss, el “principe de las matemati-
cas”, dedic a Riemann un elogio bastante singular: “La disertacién ofrece
de una mente creativa, activa, verdaderamente
de fértil originalidad”. Riemann, como muchos otros estudiantes promisorios de

la época, era de constitucion fragil. Falleci6 a los 39 afios de edad, de pleuresfa. Sus originales
contribuciones a la geometrfa diferencial, topologfa, geometrfa no euclidiana y sus intrépidas
investigaciones concernientes a la naturaleza del espacio, la electricidad y el magnetismo anun-

ciaron el trabajo de Einstein en el siglo siguiente,

J”" noTAs DESDE EL AULA

El procedimiento bosquejado en (5) tenfa una utilidad limitada como medio practico para
calcular una integral definida. En la siguiente secci6n se introducird un teorema que permite
encontrar el nimero [ : f(x) dx de manera mucho més fécil. Este importante teorema consti-

tuye el puente entre el cdlculo diferencial y el cdlculo integral.

AR Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-19,

= Fundamentos

En los problemas 1-6, calcule la suma de Riemann 2, f (x})
Ax, para la particién dada. Especifique | P|.

1. f(x) = 3x + 1, [0, 3], cuatro subintervalos; x, =0, xp =1,
X = %,xg = %,X4 =3 = %,x§= %,x’;" =2x= %

2. f(x) =x—4,[—2,5], cinco subintervalos; x, = =2, x,
1 1 3

= "l, X2=_§, X3 = ’2—, Xy = 3 X5 = 5 X)_'—E)
xi= —;,x3 0,xk=2xk=
3. f(x)=x% [~1, 1] cuatro subintervalos: x, = =Lx= —%,
1 3 3 1
B= M v =1 XT=‘Z» =0 = PX
x}‘=%

4. fx) = x* + 1, [1, 3], tres subintervalos; x, = 1, x, = 2

2’
5
&=§h=&ﬁ=%ﬁ=£ﬁ=3
5. fx) = sen x, [0, 2], tres subintervalos; x, = 0, X =,
% =3m)2,x3 = 2m; x} = w/2, x% = Tw/6, x5 = Tm/4

6. flx) = cosx, [~m/2, w/2), cuatro subintervalos; x, =
—mf2, 0 =-wl4, x=0, ;=7/3, x=mu/2%
xt=—w/3, x5 = -n/6,xF = n/4 xt = /3

7. Dada f(x) = x — 2 sobre [0,5], calcule la suma de
Riemann usando una particién con cinco subintervalos de

la misma longitud. Seaxf, k=1,2,...
terizo derecho de cada subintervalo.

8. Dadaf(x) = x* — x + 1 sobre [0, 1], calcule la suma de
Riemann usando una particién con tres subintervalos de
la misma longitud. Sea x, k = 1,2, 3, el punto fronteri-
20 izquierdo de cada subintervalo,

, 3, ¢l punto fron-

En los problemas 9 y 10, sea P una particién del intervalo
indicado y x un nimero en el k-ésimo subintervalo. Escriba
las sumas dadas como una integral definida sobre el intervalo
indicado.

9, hm E\/9+(xk) Ax; [-2,4]

Al—0 (=)

10. hm E(tanx,’f)Axk, (0, 7/4]

Pl-0 =)
En los problemas 11 y 12, sean P una particién regular del
intervalo indicado y x§ el punto fronterizo de cada subinter-
valo. Escriba la suma dada como una integral definida.

11. lim 2(1+2")3; [0,2]
N0 oy n
3k V3

12. ,3L'2§,(1+ >n, [1,4]

En los problemas 13-18, use (5) y las férmulas de suma en el
teorema 5.3.2 para evaluar la integral definida dada.

I 3
13. J xdx 14. [xdx
-3 0

2 3
15. j (* = x)dx 16. j (* = 4)dx
I

=2
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1 2
17. J (* = 1)dx 18. I (3 — xYdx

0 0
En los problemas 19 y 20, proceda como en los problemas
13-18 para obtener el resultado dado.

2 1
20. J Py =< - db)

b
19. Jﬂxdx= 3

Lopd

;0" —a)
3

21. Use el problema 19 para evaluar [ xdx.
-1

3
22. Use el problema 20 para evaluar J x* dx.
-1

En los problemas 23 y 24, use el teorema 5.4.6 para evaluar la
integral definida dada.

6 5
23. J4dx 24. J (—2) dx

1 -2
En los problemas 25-38, use la definicion del teorema 5.4.2 y
los teoremas 5.4.4, 5.4.5 y 5.4.6 para evaluar la integral defi-
nida dada. Donde sea idéneo, use los resultados obtenidos en
los problemas 21 y 22.

25. J —dx
4

5
26. J 10x* dx
2 5

-1
27. —J. 10x dx 28. (3x + 1)dx
3

( 3x? +4x — S)dx 32

-1 3
29. j tdt 30. J (3x* = 5) dx
3

xzdx+Jx2dx 34,

4 4
35. dex+J(9—x)dx
) |
0 2 L
36. I t2dt + [xzdx+ Ju’du
0 2

3 0
37. Jxadx-l' I £ dt
o

-1 -1
38. J Sxdx—J (x —4)dx
-1 3

En los problemas 39-42, evalie la integral definida usando la

informaci6n dada.
5

5 2
39, [f(x)dxsi ]f(x)dx =6y Jf(x)dx =85
2 0 0

4

4
[f(”‘i"s‘ Jf(x)dx=2-4yjf(x)dx=—1.7
1 | 3

41. I [2f(x) + g(x)] dxsi

2
f(x)dx 34yI 3g(x) dx=12.6
1

Asignatura: Analisis Matematico |l

2
42. J g(x) dx si

=2

-2 2
J f()dx =14y J [f(x) = 5g(x)] dx = 24
2

-2

En los problemas 43 y 44, evalie las integrales definidas

b (3 d
) Jf(X)dX ) [f(X)dx ) Jf()f)dx
a b c

c d d
d) [f(x)dx e) [f(x) dx  f) ff(x) dx
a b a

usando la informacién en la figura dada.

43, y

g Arca=3.9

Area=25  Ara=12

FIGURA 5.4.14  Grafica para el problema 43

44, Area=92

FIGURA 5.4.15 Grafica para el problema 44

En los problemas 45-48, la integral dada representa el drea
bajo una gréfica sobre un intervalo dado. Trace esta regién.

1 4
45. I (2x + 3) dx 46. J (—x* + 4x) dx
-1 o

0
48. J Vx+ 2dx
-2

i
47, I senx dx
2

T

En los problemas 49-52, la integral dada representa el drea
bajo una gréfica sobre un intervalo dado. Use formulas id¢-
neas de geometria para encontrar el 4rea.

4 3
49, J (x + 2)dx 50. Jlx—l|tlx
-2 0
1 3
51. J\/I - xldx 52. j (24 V9 —2?)dx
(] -3

En los problemas 53-56, la integral dada representa la
siguiente drea con signo entre una grifica y el eje x sobre un
intervalo. Trace esta region.

5 2

53. J (=2x + 6) dx 54. J (1= x¥dx
) -
3 5m/2

55. J T I dx 56. J cos x dx
-1 o
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En los problemas 57-60, la integral dada representa el drea
con signo entre una gréifica y el eje x sobre un intervalo. Use
férmulas idéneas de geometria para encontrar el drea neta con

signo.
1
58. J (—x = 2) dx
b \2

2

(1 = |x]) dx
|

4
57. ﬁ 2 d

59. fl(x— Vi-d)dx 6. J

En los problemas 61-64, la funcién f se define como

f) = {3’

Use férmulas idéneas de geometria para encontrar la integral
definida dada.

0 3
61. f S(x) dx 62. J f(x) dx
-2 -1

x=3
X3,

5 10
63. J f(x) dx 64. J' f(x) dx
-4 0

En los problemas 65-68, use el teorema 5.4.7 para establecer
la desigualdad dada.

0 0
65. J edx = J e " dx

=1 =1

/4 4
66. J (cosx —senx)dx =0
0

!

|
67. 1= j W+ D"Pdx =142
(]

68. -2 =< J-(x2 - ) dx=0
0

Asignatura: Analisis Matematico |l

5.5 Teorema fundamental del célculo 305

En los problemas 69 y 70, compare las dos integrales dadas
por medio de un simbolo de desigualdad = o =.

| i
69. J 2 dr, j X dx
o o

| |
70. J V4 + 22 dx, [ V4 + xdx
o o

= Piense en ello

71. Si fes integrable sobre el intervalo [a, b], entonces tam-
bién lo es f2. Explique por qué [2f*(x) dx = 0.

72. Considere la funcién definida para toda x en el intervalo
[=1,.11;

0, xracional
I,  xirracional.

flx) = {

Demuestre que fno es integrable sobre [—1, 1], es decir,
J! ftx) dx no existe. [Sugerencia: El resultado en (11)
puede ser itil.]

73. Evalde la integral definida ¢ V/x dx usando una particién
de [0, 1] donde los subintervalos [x;—,, x,] estdn defini-
dos por [(k = 1)*/n®, K*/n*] y escogiendo x¥ como el
punto fronterizo derecho de cada subintervalo. -

74. Evalie la integral definida [ ‘;' /2 cos x dx usando una par-
ticién regular de [0, /2] y escogiendo x} como el
punto medio de cada subintervalo [x;_,,x;]. Use los
resultados conocidos

. . sen2n 6
i) cos 6 + cos 36 + 2sen 6

1 4

+ cos(2n — 1) =

N - )
4 ,,Hgon sen(w/dn)

B.5 Teorema fundamental del calculo

I Introduccion Al final de la seccin 5.4 se indic6 que hay una forma més sencilla para eva-
luar una integral definida que calculando el limite dé una suma. Esta “manera més sencilla” se
logra por medio del teorema fundamental del calculo. En esta secci6n verd que hay dos for-
mas de este importante teorema: la primera forma, que se presenta a continuacién, permite eva-
luar muchas integrales definidas.

I Teorema fundamental del calculo: primera forma  En el siguiente teorema se ve que el con-
cepto de antiderivada de una funcién continua constituye el puente entre el célculo diferencial y
el cdlculo integral.

Teorema 551 Teorema fundamental del cdlculo: forma de antiderivada

Si fes una funcién continua sobre un intervalo [a, b] y F es una antiderivada de f sobre el
intervalo, entonces

b
J f0) dx = F(b) - F(a). )
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Se presentardn dos demostracio-
nes del teorema 5.5.1. En la
demostracion que se proporcio-
na sc usa la premisa basica de
que una integral definida es un
limite de una suma. Después
que se demuestre la scgunda
forma del teorema fundamental
del cileulo, se volverd al teore-
ma 5.5.1 y se presentard una
demostracién alterna.

Asignatura: Analisis Matematico |l

DEMOSTRACION  Si F es una antiderivada de /. entonces por definicién F'(x) = f(x). Puesto
que F es diferenciable sobre (a, b), el teorema del valor medio (teorema 4.4.2) garantiza que
existe un x; en cada subintervalo (x,_,, x;) de la particién P;

a=xp<y<np< <X <x,=b
tal que
F(x) — Fix—y) = F'(xf)(xk —X-1) 0 F(x)— Flx-)) =f(x}f) Ax;.

Luego, parak = 1,2, 3,..., n con el tltimo resultado obtenemos

F(x)) = F(a) = f(x{) Ax,

F(xy)) = F(x) = f(x3) Ax,

F(x;) = F(xp) = f(x}) Ax

F(b) = F(x,—)) = f(x¥) Ax,,.

Si sumamos las columnas precedentes,
[Fx) = F@)] + [F(x) = Fx)] + -+ + [FO) = F(x,-)] = X, f(xF) Ax,
k=1

vemos que la suma de todos los términos, menos los dos sin color en el miembro izquierdo de
la igualdad, es igual a 0, con lo cual tenemos

F(b) = F@) = X f(x}) Ax,. ®
=1
Pero |}’1;l—?n[F (b) = F(a)] = F(b) — F(a), de modo que el limite de (2) cuando |P| =0 es
F(b) — F(a) = lim . f(xf) Ax,. )
m—»(lk= |
Por la definicion 5.4.1, el miembro derecho de (3) es f:f(x) dx: |

La diferencia F(b) — F(a) en (1) suele representarse por el sitmbolo F(x)]:, es decir,

b b b
Jf(x)cbc = ff(X) dx] = F(x)] ;
a a a

integral integral

definida indefinida

Puesto que el teorema 5.5.1 indica que F es cualquier antiderivada de f, siempre es posible esco-
ger la constante de integracién C como igual a cero. Observe que si C # 0, entonces
b

b
(F(x) + C)] = (F(b) + C) — (F(a) + C) = F(b) — F(a) = F(x)} 5

a

Uso de (1)

En el ejemplo 4 de la seccion 5.4 se apel6 a la definicién ms bien larga de integral definida para
demostrar que [!,x* dx = —. Puesto que F(x) = }x* s una antiderivada de f(x) = x, a partir
de (1) obtenemos inmediatamente

| 411
3 ge W =l_l_4=___=__
L“’" 4]_2 LS e T "

Uso de (1)

3
Evalie J X dx.
I

Solucién Una antiderivada de f(x) = x es F(x) = %xz. En consecuencia, (1) del teorema 5.5.1
proporciona

3 273
77 G g
Jlxdx—2]l—-2 2 4, [ |
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antiderivada [f(x) dx nopuede expresarse en términos de funciones elementales: sumas, pro-
ductos, cocientes y potencias de funciones polinomiales, trigonométricas, trigonométricas
inversas, logarftmicas Y exponenciales. La simple funcién continua f(x) = Vx* + 1 no tiene
antiderivada que sea Uund funcién elemental. Sin embargo, aunque por el teorema 5.4.1 es
. b : 14 /3 . A .
posible afirmar que la integral definida [ o VX' + 1 dx existe, el teorema 5.5.1 no es de nin-

guna ayuda para encontrar su valor. La integral [ 0' Vx* + 1 dx se denomina no elemental.
Las integrales no elementales son importantes y aparecen en muchas aplicaciones como teo-
tfa de probabilidad y éptica. A continuacion se presentan algunas integrales no elementales:

J%gdx, Jsenx2dx, J'e"zdt y Je:dx
. 0

Vea los problemas 71 Y T2 en los ejercicios 5.5.

Mueslas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-19.

= amentos ; 3 Gy
En los problemas 1-42, Us¢ el teorema fundamental del célcu- 12 x/ x : Vx

lo proporcionado en el t€oema 5.5.1 para evaluar la integral b e I i
o 29.[7(& 30. f ———————du
deﬁmd71 dada. " : VZ+2+3 Wt + 2+ 1)
L [ & 2 f (4 dx " var
5 ) 31. J sec” 2x dx 32. f x csc x* cot x% dx
2 4 . 0 Vala
3, J (2x + 3) dx 4. J = dt 32 4
4 -5 33. j (x — cos mx) dx 34. J VX ix
3 i I . -1/2 1 2\/;
5, J 6x* — 4x + 5)ax 6. J (12x° — 36) dx w2 3
I ( -2 35, J Vcos xsen x dx 36. sen x cos x dx
a2 ald o il
. J sen x dx 8. J cos 0 do /2 /4
b -3 37. LOS% 38. J (sec x + tan x)* dx
/2 1 /6 (6 + sen0) s
9. cos 3rdt 10. J sen 27rx dx 3/4 2
” 12 39. J sen® x dx 40. f cos? x dx
349 wlig 0 -7f2
11. — du 12. = dx 5 |
I'jz u —23 41. j} 1+ 5% dx 42. Jltan X dx
< dx 14. 2x — 3e") d.
13. Le dx JO( ks En los problemas 43-48, use el teorema fundamental del
2 2 cdlculo proporcionado en el teorema 5.5.2 para encontrar la
15. J x(1 = x) dx 16. J x(x —2)(x +2)dx  derivada indicada.
o 3 x X
1 -1 43, —J te' dt 44, ij In zdt
17. J (8 -+ 5x—4dv 18, | (o —4x + 8)dr dx }, dx )
=) —43 5 d Jw ; " i d J»9 5
4 2 . = Bx* = 2x)° dx b u®+ 2du
19.[" L 20. fxtgdx dt , dx ),
N g1 bl d (& d [V
& "o 47. —j Vit + 9dt 48. ——| sent*dt
- J 1 e 2. [ dx dx ), dx |
. 2 A AR
p 1+x 07/2 I —dx En los problemas 49 y 50, use el teorema fundamental del
23. e N 2. J Qx + 1) dx cé’lculo proporcifmado en e.l teorema 5.5.2 para encontrar
e o F'(x). [Sugerencia: Use dos integrales.]
3 1 ¢ x% 5x
25. J — o 26. J R 49. F(x) = J g " 50. F(x) = j Vi + 1dt
0 )Lz =+ 16 _Z(I + 1) 3x il sen x
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En los problemas 51 y 52, compruebe el resultado dado al
evaluar primero la integral definida y luego diferenciando.

5L —j(6t —8t+5)dr=6x"—8x+5

]
52. dtf sen = 3 lr

53. Considere la funcién f(x) =
el valor funcional indicado.

t
sen

3

JIn(2t + 1) dt. Encuentre

a) (1) b) f'(1)
o) f"(1) d) f"(1)
54. Suponga que G(x) = f{;" f() dty G'(x) = f(x). Encuentre
la expresién dada.
a) G(x?) b) % G(?)

¢) G(x* + 2% d) %G(ﬁ + 2x)

En los problemas 55 y 56, evalte [ ,J(x) dx para la funcién
fdada.

= <0
5.0 = {7 15

2x:+ 3, =0
s6. 0= {37 150

En los problemas 57-60, evalte la integral definida de la fun-
cion f continua por partes.
3
57. f £(x) dx, donde f(x) = {4’ f=gma
0

l, 2=x =3

0=x<m/2

cosxy, m2=x<m

58. J"f(x) dx, donde f(x) = {Sen %
0

2 ¥, —2=x<=1
59, f fx)dx, donde f(x) = {4, —-1=x<1
-2 ¥ 1=s=x=2

| x| es la funcién entero mayor

4
60. J f(x) dx, donde f(x) =
0

En los problemas 61-66, proceda como en el ejemplo 8§ para
evaluar la integral definida dada.

I
61. J x| dx
-3

3
63.j Vx| + 1dx
L

4
62. j [2x — 6| dx
0
2
64. J [x* = 1|dx
0

65.[ |sen x| dx

e

66. [ cos x| dx
0

En los problemas 67-70, proceda como en el inciso b) del
ejemplo 9 y evalde la integral definida dada usando la sustitu-
cién u indicada.

¢ (In 21)°
o, f L
12 !

u=In2t

Asignatura: Analisis Matematico |l

1
68. J % dx; u=tan'x
vap(tan™ x)(1 + x%)
1 e—*Z\'
69. J = de; u=e*+1
A N

1/V2 -
70. f —dx; u=x’
) =t

= Aplicaciones

71. En matemdticas aplicadas, algunas funciones importa.
tes se definen en términos de integrales no elementaleg,
Una de estas funciones especiales se denomina funcigy
error, que se define como

X

erf(x) = e dt.

|

Vb

a) Demuestre que erf(x) es una funcién creciente sobre
el intervalo (—00, 00).

b) Demuestre que la funcién y = ¢*[1 + \/Eerf(x)]
satisface la ecuacién diferencial

d
s 2xy = 2,
dx
y que y(0) = 1.
72. Otra funcién especial definida por una integral no ele-
mental es la funcién integral seno

Si(x) = j SENE
o T

La funcién Si(x) tiene una infinidad de puntos fronterizos

relativos.

a) Encuentre los cuatro primeros nimeros criticos para
x> 0. Use la prueba de la segunda derivada para de-
terminar si estos niimeros criticos corresponden a un
maximo o0 a un minimo relativo.

b) Use un SAC para obtener la grafica de Si(x). [Suge-
rencia: En Mathematica, la funcién integral seno se
denota por Sinlntegral[x].]

= Piense enello

En los problemas 73 y 74, sean P una particién del intervalo
indicado y x' un nimero en el k-ésimo subintervalo. Deter-
mine el valor del limite dado.

73. Jim 2(2“ +5) Axg [—1,3]

1A—0 =

74. lim ECOS Ax‘, [0, 277]

P04 =

En los problemas 75 y 76, sean P una particién regular del
intervalo indicado y x§ un nimero en el k-€simo subinterva-
lo. Establezca el resultado dado.

. lim — Esenxk-2 [0, 7]

n—0o

76. lim = Exk—O =

n—o0

15
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fn los problemas 77 y 78, evaltie la integral definida dada. Para simular el lanzamiento de dardos hacia el blanco,
(- w2 ( [t use un SAC como Mathematica y su funcién de nimeros

1. [ { J 12¢% dt ¢ dx 78. senxdv ¢ dt aleatorios para generar una tabla de N pares ordenados
TN 0 0

&), 0 < 2 <,0 <ysg L,

a) Sea N =50. Trace los puntos y la gréfica de f sobre el
mismo conjunto de ejes coordenados. Use la figura
para contar el nimero de éxitos n. Construya por lo
menos 10 tablas diferentes de puntos aleatorios y gra-
ficas. Para cada grdfica calcule la razén n/N.

79, Demuestre la prueba de la funcién par, teorema 5.5.4.

g0. Suponga que f es una funcién impar definida sobre un
intervalo [ —4, 4]. Ademds, suponga que fes diferencia-
ble sobre el intervalo, f(—2) = 3.5, que ftiene ceros en
—3 y 3 y niimeros criticos —2 'y 2.

a) (Cudles f(0)? b) Repita el inciso a) para N = 100.

b) Trace la gréfica aproximada de f. ¢) Use el SAC para encontrar el valor exacto del drea A

¢) Suponga que F es una funcién definida sobre [ —4, 4] y compare este valor con las aproximaciones obteni-
por F(x) = [, f(t) dt. Encuentre F(—3)y F(3). das en los incisos a) y b).

d) Trace una grafica aproximada de F.
e¢) Encuentre los niimeros criticos y los puntos de infle-
xi6n de F.
81. Determine si el siguiente razonamiento es correcto:

w/2 /2
f sen’t dt = —J sen t(—sen ¢ df)

-7[2 -T2

Il

sen I dt

”/2 JII =CoS 1
—J' V1 — cos’t (—sen t df) « \d

—m/2
n tiros fuera de N dardos lanzados

0 ™ e
_J V1—tdu=0. « [ Teorema 5.5.3 FIGURA 556 Blanco en el problema 84
0

l Definicion 5.4.2i)

85. Derrame de petréleo en expansién Un modelo mate-
N " mético que puede usarse para determinar el tiempo t
i d - J - P+ 7dt b) i " J VE+1d nec’esarlo para qu,e un derrame de petréleo se evapore
dx™ | dx’™ | estd dado por la férmula

RT _ ['KA(w)

Py L Vo

82. Calcule las derivadas.

= Problemas con calculadora/SAC

83. @) Use una calculadora o un SAC para obtener las grafi-

u,

cas de f(x) = cos’ x y g(x) = sen’ x. donde A(u) es el drea del derrame en el instante u, RT/Pv
b) Con base en su interpretacién de drea neta con signo, es un término termodindmico adimensional, K es un coe-
use las gréficas del inciso a) para conjeturar los valo- ficiente de transferencia de masa y V, es el volumen ini-
res de J3™cos® x dx y J§"sen® x dx. cial del derrame.
g a) Suponga que el derrame de petréleo se expande en
= Proyectos forma circular cuyo radio inicial es r,. Vea la FIGURA
84. Integracion por dardos En este problema se ilustra un 55.7. Si el radio r del derrame crece a razén dr/dt = C
método para aproximar el drea bajo una gréfica al “lanzar (en metros por segundo), resuelva para f en términos
dardos”. Suponga que deseamos encontrar el drea A bajo de los otros simbolos.
la grafica de f(x) = cos*(mx/2) sobre el intervalo [0, 1]; b) Valores tipicos para RT/Pv'y K son 1.9 X 10° (para el
es decir, se quiere aproximar A = [ 0‘ cos’(mx/2) dx. tridecano) y 0.0l mm/s, respectivamente. Si C =
Si se lanza, sin ningtin intento particular de ser ex- 0.01 m/s?, ry=100 m y V, = 10 000 m’, determine en
perto, un gran nimero de dardos, por ejemplo N, hacia el cudnto tiempo se evapora el petréleo.
blanco cuadrado de 1 X 1 mostrado en la FIGURA556 Y n ¢) Use el resultado en el inciso b) para determinar al drea
dardos se insertan en la region roja bajo la gréfica de final del derrame de petréleo.
f(x) = cos’(mx/2), entonces es posible demostrar que la
probabilidad de que un dardo se inserte en la region estd Petrdleo en el instante £

dada por la relacion de dos dreas:
drea de laregion A

area del cuadrado ~ 1°

Ademds, esta probabilidad tedrica es aproximadamente
la misma que la probabilidad empirica n/N:

A

n iy
T 0 A~N.

FIGURA 557  Derrame circular del petréleo en el problema 85
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6.1 otro repaso al movimiento rectilineo

¥ Introduccion  El capitulo 4, Aplicaciones de la derivada, empez6 con el concepto de movi-
miento rectilineo. Si s = f(r) es la funcién de posicién de un objeto que se mueve en linea recta,
entonces sabemos que

. ds g dv

velocidad = v(f) = — aceleracion = a(t) = —,

W=rg ¥ =

Como una consecuencia inmediata de la definicién de la antiderivada, las cantidades s ¥ U pue-
den escribirse como integrales indefinidas

s() = Jv(t) a y )= Ia(!) dr. (1)

Si se conocen la posicién inicial s(0) y la velocidad inicial v(0), es posible encontrar valores
especificos de las constantes de integracién usadas en (1).

Recuerde que cuando el cuerpo se mueve horizontalmente sobre una recta, la direccién posi-
tiva es hacia la derecha, Para movimiento en una recta vertical, tomamos la direccién positiva
hacia arriba. Como se muestra en la FIGURA6.1.1, si una flecha se dispara hacia arriba desde el nivel
del suelo, entonces las condiciones iniciales son 5(0) = 0, »(0) > 0, mientras que si la flecha
se dispara hacia abajo desde una altura inicial, por ejemplo / metros del suelo, entonces las con-
diciones iniciales son s(0) = h, v(0) < 0. Sobre un CUerpo que se mueve en una recta vertical
cerca de la superficie terrestre, como la flecha disparada hacia arriba, actda la fuerza de grave:
FIGURA 6.1.1  Condiciones dad. Esta fuerza provoca la aceleracion de los cuerpos. Cerca de la superficie de la Tierra se
iniciales supone que la aceleracién debida a la gravedad, a(f) = —g, es una constante. La magnitud gde

esta aceleracién es aproximadamente

32 pies/s, 9.8m/s® obien, 980 cm/s2

(AENOIE Movimiento de un proyectil

Un proyectil se dispara verticalmente hacia artiba desde el nivel del suelo con una velocidad ini-
cial de 49 m/s. (Cudl es la velocidad en ¢ = 2 s? ;Cudl es la altura m4xima que alcanza el pro-
yectil? ; Cuénto tiempo permanece en el aire el proyectil? ;Cudl es la velocidad de impacto?

Solucién  Si se empieza con a(r) = -9.8, por integracién indefinida obtenemos
v(f) = J(—9,8) dt = =9.8t + C,. )

A partir de la condicién inicial dada v(0) = 49, vemos que (2) implica C; = 49. Por tanto,
v(t) = —9.8t + 49,

y asiv(2) = —9.8(2) + 49 = 29.4 m/s. Observe que v(2) > 0 implica que el proyectil se des-
plaza hacia arriba,

Luego, la altitud del proyectil, medida a partir del nivel del suelo, es la integral indefinida
de la funcién velocidad,

s(n) = Jv(z‘) dr = J(—9.8: +49)dr = =492 + 49t + C,, (3

Puesto que el proyectil inicia su movimiento a partir del nivel del suelo, s(0) = 0 y (3) propor-

Cuando se ignora la resistencia :
cionan C, = (. Por tanto,

del aire, la magnitud de la velo-
cidad de impacto (rapidez) cs la
misma que la velocidad inicial
hacia arriba desde el nivel del
suelo. Vea el problema 32 en
los ejercicios 6.1. Esto no es

s(t) = —4.97 + 49, 4

Cuando el proyectil alcanza su altura m4xima, v(f) = 0. Luego, al resolver —9.8¢ + 49 = 0 obte-
nemos 1 =5, Por (4) encontramos que la altura correspondiente es s(5) = 122.5 m.

cierto cando tomamos en Finalmente, para encontrar el instante en que el proyectil choca contra el suelo, resolvemos
consideracién la resistenciadel () =0 0 —=4.9¢% + 49¢ = 0. Cuando la tltima ecuaci6n se escribe como —4.9t(t — 10) = 0,
aire, » vemos que el proyectil permanece en el aire 10's. La velocidad de impacto es v(10)=—49 m/s. M
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AR Movimiento de un proyectil

Una pelota de tenis se lanza verticalmente hacia abajo desde una altura de 54 pies con una velo-
cidad inicial de 8 pies/s. ;Cual es la velocidad de impacto si la pelota golpea en la cabeza a una
perSona de 6 pies de estatura? Vea la FIGURA 6.1.2. :

Solucién En este caso a(r) = =32, s(0) = 54 y, puesto que la pelota se lanza hacia abajo,
v(0) = —8. Luego,

u(t) = J(—32) dt = =32t + C,.
Al usar la velocidad inicial v(0) = -8 encontramos C; = —8. En consecuencia,

u(t) = =32t - 8. .
. FIGURA 6.1.2 Lanzamiento de la
Al continuar encontramos pelota en el ejemplo 2

s() = J(—32t ~-8)drt = —16r* — 8t + C,.

Cuando t = 0, sabemos que s = 54 y asf la tiltima ecuaci6n implica C, = 54. Entonces
s(f) = —161* — 81 + 54.
Para determinar el instante que corresponde a s = 6, resolvemos
—16r* — 8t + 54 = 6.

Al simplificar obtenemos —8(2 = 3)(t +2) =0y = % Entonces, la velocidad de la pelota
cuando golpea a la persona es v(3)=—56 pies/s. 5]

I Distancia La distancia total que un objeto recorre rectilineamente en un intervalo de tiem-
po (1), 1] estéd dada por la integral definida

distancia total = J .Iu(l)l dt. (5)
| i
En (5) se requiere el valor absoluto porque el objeto puede moverse a la izquierda, de modo que
durante algin tiempo tiene velocidad negativa.

N[\ e B&Y Distancia recorrida

La funcién de posicién de un objeto que se mueve sobre una recta de coordenadas es s(f) = £ - 61,
donde s se mide en centimetros y f en segundos. Encuentre la distancia recorrida en el intervalo
de tiempo [0, 9].

Solucién La funcién velocidad v(r) = ds/dr = 2t — 6 = 2(t — 3) muestra que el movimiento p— C>=—>—~ =9

es como se indica en la FIGURA 6.1.3; a saber: v < 0 para 0 < ¢ < 3 (movimiento a la izquierda) y 1=0
v = 0 para 3 =1 < 9 (movimiento a la derecha). Entonces, por (5) la distancia recorrida es _m s
=10 1
9 3 9 )
I |2r - 6| dt = J l2’ - 6| dt + I 12t — 6| dt FIGURA §.l..3 Represe.maclén
b b A del movimiento del objeto en
' el ejemplo 3

3 9
= J == 6)dt+J (2t — 6)dt
0 3

3 9
= (- + 6:)] + (- 6:)} = 45 cm.
0 3

Por supuesto, el ltimo resultado debe ser consistente con la cifra obtenida al simplemente con-
tar las unidades en la figura 6.1.3 entre s(0) y s(3), y entre s(3) y s(9). [ |

SEGMHOSCAM Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-20.

= Fundamentos 2. v() =2+ 1;5s=0cuandot = 1
En los problemas 1-6, un cuerpo se mueve en linea recta con 3. v(@t) =1 —4r,s=6cuandor =3
velocidad v(). Encuentre la funcién posicién s(f). 4, v() = VA ¥ 5;5 = 2 cuandot = 1

1. v()) = 6;5s = Scuandot = 2
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5. v(t) = =10 cos(4t + 7/6), s = %cuandol =0
6. v(f)=2sen3t;s=0cuandot = 7

En los problemas 7-12, un cuerpo se mueve en linea recta con
aceleracién a(r). Encuentre u(f) y s(2).

7. a(t)= —-S5,v=4ys=2cuandor = |

8. a()=6f,v=0ys= —5cuandot =2

9. a() =3 -4+ S;v=-3ys=10cuandor =0
10. a() = (t— Dv=4ys=6cuandot = |

1L a(f) =7t = ;v =50y s = O cuando 1 = 8

12. a(t) = 100 cos St; v = =20y s = 15 cuando t = /2

En los problemas 13-18, un objeto se mueve en linea recta
seglin la funcién posicion dada. Si s se mide en centimetros,
encuentre la distancia total recorrida por el objeto en el ins-
tante de tiempo indicado.

13. st =1 =2 [0,5]

4. s() ==+ 4t + 7, [0,6]
15. s(f) = 2 = 32 = 91, [0, 4]
16. s() = 1* = 32¢% [1,5]

17. s(ty=6sen 7. [1,3]
18.s0=0¢-3% 2,7

= Aplicaciones

19. El conductor de un automévil que se desplaza en linea
recta a velocidad constante de 60 mi/h aparta por 2 s la
vista de la carretera. ;Cudntos pies recorre el automévil
en este instante?

20. Una pelota se deja caer (a partir del reposo) desde una
altura de 144 pies. (En cudnto tiempo la pelota llega al
suelo? ;A qué velocidad choca contra el suelo?

21. Un huevo se suelta desde la parte superior de un edificio
y choca contra el suelo después de 4 s desde que fue sol-
tado. ;Cudl es la altura del edificio?

Una piedra se deja caer en un pozo y el choque de ésta
con el agua se escucha 2 s después. Si la velocidad del
sonido en el aire es 1 080 pies/s, encuentre la profundi-
dad del pozo.

22

23. Una flecha se proyecta verticalmente hacia arriba desde
el nivel del suelo con una velocidad inicial de 24.5 m/s.
(A qué altura llega?

24. ;Cudn alto llegarfa la flecha en el problema 23 en el pla-
neta Marte, donde g = 3.6 m/s?

25. Una pelota de golf se lanza verticalmente hacia arriba
desde el borde del techo de un edificio de 384 pies de
altura con una velocidad inicial de 32 pies/s. ;En qué ins-
tante golpea la pelota el suelo?

26. En el problema 25, jcudl es la velocidad de la pelota de
golf cuando pasa frente a un observador situado en una
ventana situada a 256 pies del suelo?

27. Una persona arroja un malvavisco hacia abajo con una
velocidad inicial de 16 pies/s desde una ventana que estd

Asignatura: Analisis Matematico |l

a 102 pies del nivel del suelo. Si el malvavisco golpea la
cabeza de una persona de 6 pies de estatura, jcudl es la
velocidad de impacto?

28. La persona cuya cabeza fue golpeada en el problema 27
sube hasta la parte superior de una escalera de 22 pies de
altura y arroja una roca verticalmente con una velocidad
inicial de 96 pies/s. Si la roca choca contra el culpable en
el piso a 102 pies, ¢cuél es la velocidad de impacto?

= Piense enello

29. En marzo de 1979, la sonda espacial Voyager 1 fotogra-
fi6 la erupcién de un volcdn activo en lo, una de las lunas
de Jupiter. Encuentre la velocidad de lanzamiento de una
roca desde el volcdn Loki si la roca alcanza una altitud de
200 km por arriba de la cima del volcén. En lo, la acele-
racién debida a la gravedad es g = 1.8 m/s>.

30. Como se muestra en la FIGURA 6.14, desde un punto a
30 pies de un poste de 25 pies de altura se arroja vertical-
mente hacia abajo una pelota desde una altura de 25 pies
con una velocidad inicial de 2 pies/s.

a) Encuentre la razén en que la sombra de la pelota se
mueve hacia la base del poste. :

b) Encuentre la razén en que la sombra de la pelota se
mueve hacia la base del poste en =14,

Pelota en
o™,

! 5\,:1; ; ,, » “'u
FIGURA 6.1.4  Poste en el problema 30

31. Si un cuerpo se mueve rectilineamente con aceleracién
constante a 'y v = v, cuando s = 0, demuestre que
v = v} + 2as. | Sugerencia: GOy,

dt  dsdr ds

32. Demuestre que, cuando se ignora la resistencia del aire,
un proyectil disparado verticalmente hacia arriba desde el
nivel del suelo choca de nuevo contra el suelo con una
velocidad igual a la velocidad inicial v,

33. Suponga que la aceleraci6n debida a la gravedad en un
planeta es igual a la mitad de la aceleracién en la Tierra.
Demuestre que una pelota lanzada verticalmente hacia
arriba desde la superficie del planeta alcanza una altura
mdxima que es igual al doble de la altura en la Tierra
cuando se aplica la misma velocidad inicial.

34. En el problema 33, suponga que la velocidad inicial de la
pelota sobre el planeta es vy y que la velocidad inicial de
la pelota sobre la Tierra es 2v,. Compare las alturas maxi-
mas alcanzadas. Determine la velocidad inicial de la pelo-
ta sobre la Tierra (en términos de v,) de modo que la mixi-
ma altura alcanzada sea la misma que sobre el planeta.
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6.2 Otro repaso al area

I Introduccion  Si f es una funcién que asume valores tanto positivos como negativos sobre ¥
[a, b], entonces la integral definida [ f(x) dx no representa el drea bajo la grafica de f sobre el
intervalo. Como vio en la secci6n 5.4, el valor de [, 2 f(x) dx puede interpretarse como al drea
neta con signo entre la grifica de fy el eje x sobre el intervalo [a, b). En esta seccién investiga-
mos dos problemas de drea:

+ Encontrar el drea total de una region acotada por la grifica de fy el eje x sobre un
intervalo [a, b]. a) La integral definida de f
* Encontrar el drea de la regién acotada entre dos gréficas sobre un intervalo [a, b). sobre [a, b] no es drea

Veremos que el primer problema es justo un caso especial del segundo problema.

, y=Ifl
I Areatotal Suponga que la funcién y =j(x) es continua sobre el intervalo [a, b] y que f(x) <0 T

sobre [a, ¢) y que f(x) = 0 sobre [c, b]. El drea total es el drea de la regién acotada por la gré-

fica de f, el eje x y las rectas verticales x = a y x = b. Para encontrar esta 4rea se emplea el valor a c b

absoluto de la funcién y = |f(x)|, que es no negativa para toda x en [a, b]. Recuerde que |f(x)|

estd definida por partes. Para la funcidn f que se muestra en la FIGURA6.2.14), f(x) < 0 sobre el inter- 'b) La integral definida

valo [g, ¢) y f(x) = 0 sobre el intervalo [c, b]. Por tanto, i delflsobre [a, b] es drea
FIGURA 6.2.1 El drea total

_ J=f), para f(x) <0 esA=A, + A,
lF@l = { f(v),  para f(x) = 0. )

Como se muestra en la figura 6.2.1b), la gréfica de y = |f(x)| sobre el intervalo (a, c) se obtie-

ne al reflejar esa porcion de la grafica de y = f(x) en el eje x. Sobre el intervalo [c, b], donde f(x)

= 0, las graficas de y = f(x) y y = |f(x)| son las mismas. Para encontrar el drea total A=A, +

A, mostradas en la figura 6.2.1b) usamos la propiedad aditiva del intervalo de la integral defini- € Vea ¢l torema 5.4.5.
da junto con (1)

I b ¢ b
[ [f()| dx = J | /()] dx + J [f()] dx

a a ¢
b

= r(—f(x)) dx + Jf(x) dx

(] (5

=A| +A2

Las ideas del andlisis precedente se resumen en la siguiente definicion.

Definicion 621  Area total

Si y =f(x) es continua sobre [a, b], entonces el drea total A acotada por su grifica y el eje x
sobre el intervalo estd dada por

b
A= J |f(x)| dx. (2) a)

u

AELRE Area total

Encuentre el 4rea total acotada por la grifica de y = x* y el eje x sobre [—2, 1].

Solucion  Por (2) se tiene
'l
A= J |x?| dx.
-2

En la FIGURA 6.22 comparamos la grificade y = x* y la gréficade y = |x*|. Puesto que x* <0 para
x <0, se tiene sobre [ =2, 1],

3 ; b)

o (-

st Sy e D FIGURA 622 Grfica de la
3 0=x=<1
X =X =1 funcién y drea en el ejemplo |
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8--
y:.\’2+ 2/,
61 i
1
|
41 !
]
2t |
1
AV + t ;rx
S| 2

a)

=

b)
FIGURA 6.2.3 Grifica y drea
en el ejemplo 2

Asignatura: Analisis Matematico |l

la integral
Entonces, por (2) de la definicién 6.2.1, el drea que se busca es
|
A= J x*] dx
-2

0
= J |¥*| dx +
&)

0
J (—x}) dx +

|
I |x*] dx
o

|
f X} dx
o

A Area total

Encuentre el 4rea total acotada por la grifica de y = x* + 2x y el eje x sobre [—2, 2].

Solucién Las gréficas de y=f(x) y y = |f(x)| se muestran en la FIGURA 6.23. Luego, por la figu-
ra 6.2.3a), vemos que sobre [—2, 2],

[fx0] = {

En consecuencia, el drea total acotada por la grifica de f sobre el intervalo [ -2, 2] y el eje x es
r2

—(x? + 2x),
X+ 2x,

2=x<0
R e

A [x2 + 2x] dx
-2

0 2

|x® + 2x| dx + J |x* + 2x} dx
2 0

o 2

(x* + 2x) dx

—(x% + ) dx + J
0

L
G- i)
=0—(%—4>+(§+4)—0=8.

1 Area acotada por dos graficas El andlisis anterior es un caso especial del problema
mds general de encontrar el 4rea de la regién acotada entre la gréfica de dos funciones fy g y
las rectas verticales x = a y x= b. Vea la FIGURA 6.24a). El &rea bajo la gréfica de una funcién con-
tinua no negativa y = f(x) sobre un intervalo [a, b] puede interpretarse como el drea de la regién

y=f(x)

FO) = ()

4
a—y=8k) i y=2g(x)
: i
1 : | : ! : :
I 1 '
. L | A
a b a ~ b
Ax,
a) f(x) = g(x) sobre [a, b] b) Construccion de n rectdngulos
entre dos graficas

FIGURA 624 Area A acotada entre dos grificas
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Como se mencion6 en la introducci6n, en este capitulo veremos diferentes interpretacio-
nes de la integral definida. En cada seccion veremos una variedad de la integral definida,
dentro del parrafo Construyendo una integral. Antes de memorizar estas férmulas de inte-
grales, usted debe estar al tanto de que el resultado obtenido en general no es aplicable a
toda situacién geométrica o fisica concebible. Por ejemplo, como vimos en el ejemplo 7,
para-encontrar el drea de una region en el plano puede resultar mas conveniente integrar
. con respecto a y y asi poder construir una integral totalmente diferente. En lugar de apli-
car a ciegas una formula, usted debe tratar de comprender el proceso y la practica de cons-

truir integrales al analizar la geometria de cada problema.

FE IR Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-20.

= Fundamentos
En los problemas 1-22, encuentre el drea total acotada por la
grafica de la funcién dada y el eje x en el intervalo dado.
Ly=x-1; [(-1,1] 2 y=x-1; [0,2)
Ly=x [-3,0] 4. y=1-4% [0,2)
5 y=x"-3x [0,3]
6. y=~=@x+1% [-1,0] 7. y=x*-6x; [~1,1]
8. y=x"-32+2 [0,2)
9. y=(— D —-2x=13); [0,3]

10. y=x(x+ I)x— 1) .'[—l’ 1]

2 -
12. y=x L

x? :
4. y=2-Vx [0,9]
16. y=2-Vx, [-1,8]

=1
1L y="—— [33]
X
B.y=Vx—1; [04]
15. y=Vx, [-2,3]

(1,2]

17. y=senx; [-m, m]
18. y=1+cosx; [0,3m]
19. y=-1+senx; [-3w/2,7/2]

20. y = sec’x; [0, 7/3)

_J% -2sx<0
2l'y—{x2, 0<sx<1’ [2’”

= Jx¥t2 =3=x<0
22'y_{2—.t1, 0sxs<2 (732

En los problemas 23-50, encuentre el 4rea de la regién acota-
da por la gréfica de las funciones dadas.
B.y=xy=-ux=3 24, y=x,y=4x,x=2
5. y=xy=4 2. y=xty=x

2. y=xy=8x=-1

2. y=xy= ", primer cuadrante

2. y=4(1~x),y=1-x

0. y=2(1-x)y=x-1

My=xy=1/xx=3

Roy=Ly=1 It y=19, primer cuadrante
Boy=-x+6y=x2+4x M. y=xty=-x"+3%
3B y=xy=4

3. y=1-x"y=x"P -1

3. y=x*- 2= 3,y =2+ 2, sobre [~1,6]
8. y=-x+dx,y=1 |

9. y=xly=x+6y=—4x

40. x=y x=0,y=1

41 x ==y x=2-)

2. x=y x=6-y
B.ox=y+2+2x=~y"=-2+2

4. x=y -6y + l,x= ¥+ 2+ 1

. y=x"-xy=x+4x=-l,x=1

46. x=y' -y, x=0

47. y = cosx,y =senx,x = 0,x = m/2

48. y =2senx,y = —x,x = m/2

49. y =4senx,y = 2, sobre [7/6, 57/6]

50. y = 2cos x,y = —cos x, sobre [ —/2, /2]

En los problemas 51 y 52, interprete la integral definida dada
como el drea de la regién acotada por la grafica de dos funciones.
Trace las dos regiones que tienen el drea dada por la integral.

1. L4(\/J_r+x)dx 52, r(%ffs_—x)dx
-1 b

En los problemas 53 y 54, interprete la integral definida dada
como el drea de la regién acotada por la gréfica de dos funcio-
nes sobre un intervalo. Evalde la integral dada y trace la regién.

2
53.[ 3
0

PRI
En los problemas 55-58, use el hecho de que el drea de un
circulo de radio r es 71* para evaluar la integral definida dada.
Trace una regién cuya 4rea esté dada por la integral definida.

3 5 ‘
55. J V9 - x*dx 56. J V25 — x*dx
0 =
z >
57. J (1+ V4 -2)adx

58, fl(zx +3-V1=-2)dr

; .
dx 54. [ le* = 2e™| dx
-1
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59. Establezca una integral definida que represente el drea de
una elipse x*/a® + y*/b* = 1, a > b > 0. Use la idea
que se utilizé en los problemas 55-58 para evaluar la inte-
gral definida.

60. Encuentre el drea del tridngulo con vértices en (1, 1),
(2,4)y (3,2).

61. Considere la region acotada por las gréficas de y* =
—x—2,y=2,y=-2yy=2x— 1). Calcule el 4rea
de la regién al integrar con respecto a x.

62, Calcule el drea de la regién dada en el problema 61 al
integrar con respecto a y.

63. Considere la regién acotada por las gréficas de y =
2¢' = 1,y=¢"y y=2 mostradas en la FIGURA6.2.12. Exprese
el drea de la regién como integrales definidas primero
usando integracién con respecto a x y luego usando inte-
gracion con respecto a y. Escoja una de estas integrales
para encontrar el drea.

) y=2"~1

-t >

1
FIGURA 6.212  Griéficas para el problema 63

= Problemas con calculadora/SAC

64. Use una calculadora o un SAC para aproximar las coor-
denadas x de los puntos de interseccién de las gréficas
mostradas en la FIGURA 6.2.13. Encuentre un valor aproxi-
mado del drea de la regidn.

y

X
* FIGURA 6213  Gréficas para el problema 64

= Piense en ello

65. El segmento de recta entre Q' y R mostrado en la FIGURA

6214 es tangente a la gréfica de y = 1/x en el punto P.
Demuestre que el drea del tridngulo QOR es independien-
te de las coordenadas de P.

0 R
FIGURA 6.2.14 Tridngulo en el problema 65

Asignatura: Analisis Matematico |l

66. Un trapezoide estd acotado por las grificas de f(x) =

Ax+B,x=a,x=by x=0. Muestre que el drea del trape-

fla) + f(b)

eg T
2

67. Exprese el drea de la region sombreada mostrada en la

FIGURA 6.2.15 en términos del nimero «. Trate de ser un
pOCo perspicaz.

zoide (b = a).

y=cos.x

)\ y=cos'x

|
FIGURA 6.2.15 Gréficas para el problema 67

68. Suponga que los dos brochazos de pintura mostrados en
la FIGURA 6.2.16 se hacen de una sola pasada usando una
brocha de ancho k, k > 0, sobre el intervalo [a, b]. En la
figura 6.2.16b) se supone que la regién pintada en rojo es
paralela al eje x. ; Cudl brochazo tiene mayor drea? Argu-
mente su respuesta con una demostracién matemética
solida. ;Puede plantear un principio general?

a) b)
FIGURA 6.2.16  Brochazos de pintura en el problema 68

= Proyectos

69. El d4rea mas grande Los puntos A y B estdn sobre una
recta y los puntos C' y D estdn sobre una recta paralela a la
primera recta. Los puntos en la FIGURA 6.2.17a) forman un rec-
tangulo ABCD. Los puntos C'y D se mueven a la izquierda
como se muestra en la figura 6.2.175) de modo que ABC'D'
forme un paralelogramo. Analice: jcudl tiene mayor drea,
el rectdngulo ABCD o el paralelogramo ABC'D'?

D ¢

D' ¢’ D C

a) b)
FIGURA 6.2.17 Rectdngulo y paralelogramo en el problema 69

70. Principio de Cavalieri Escriba un reporte breve acerca
del principio de Cavalieri. Analice los problemas 68 y 69
en su reporte.
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I Revolucion alrededor de unarecta El siguiente ejemplo muestra cémo encontrar el volumen
de un s6lido de revolucién cuando una regién se hace girar alrededor de un eje que no es un

eje de coordenadas.

(2N IHEM:R Eje de revolucion que no es un eje de coordenadas

se muestra en el ejemplo 2.

r de ese disco es

Encuentre el volumen V del sélido que se forma al girar la regi6n alrededor de la recta x =4 que

Solucién  El sélido de revolucién en forma de domo se muestra en la FIGURA 6.3.13. Por inspec-
cién de la figura vemos que un elemento rectangular horizontal de ancho Ay, que es perpen-
dicular a la recta vertical x =4 genera un disco s6lido cuando gira alrededor de ese eje. El radio

=4 5 g
FIGURA 6313 Sélido de r = (valor x més a la derecha) — (valor x més a la izquierda) = 4 — xf,

revolucidn en el ejemplo 6
y entonces su volumen es

Vi = (4 = x)? Ay,

Para expresar x en términos de y se usa y = Vx para obtener x} = ()2 En consecuencia,

Eso conduce a la integral

Vi = w4 — DY Ay,

v=n|

8 L\ [P_ 25
1r<16) 3y +5y)]0—1577.’ ]

2
@ =y dy

2
(16 — 8y* + yh dy

SEIVLERRM Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-20.

= Fundamentos

En los problemas 1 y 2, use el método de las rebanadas para
encontrar el volumen del s6lido si se proporcionan sus seccio-
nes transversales perpendiculares a un didmetro de una base
circular. Suponga que el radio de la base es 4.

1. 2.

X

FIGURA 6.3.15 Las secciones
y transversales son semicirculos

X

FIGURA 6.3.14  Las secciones trans-
versales son trifngulos equiléteros

3. La base de un sélido estd acotada por las curvas x = )?
yx= _4"en el plano xy. Las secciones transversales per-
pendiculares al eje x son rectingulos para los cuales la
altura es cuatro veces la base. Encuentre el volumen del
sélido.

4. La base de un sélido estd acotada por lacurvay = 4 — x*

y el eje x. Las secciones transversales perpendicu-
lares al eje x son tridngulos equildteros. Encuentre el vo-
lumen del sélido.

5. La base de un s6lido es un tridngulo isGsceles cuya base

y altura miden, respectivamente, 4 y 5 pies. Las seccio-
nes transversales perpendiculares a la altura son semi-
circulos. Encuentre el volumen del sélido.

6. Por el centro de una esfera sélida de radio r = 2 pies se

perfora un orificio de | pie de radio. Encuentre el volu-
men del sélido restante. Vea la FIGURA 6.3.16.

—|r= !'-—

s
FIGURA 6.3.16  Orificio a través
de la esfera en el problema 6
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7. La base de un sélido es un tridngulo isdsceles recto for-
mado por los ejes de coordenadas y la recta x +y=3. Las
secciones transversales perpendiculares al eje y son cua-
drados. Encuentre el volumen del sélido.

8. Suponga que la pirdmide que se muestra en la FIGURA 6.3.17
tiene altura i y base cuadrada de drea B. Demuestre que
el volumen de la pirdmide estd dado por A = §hB. [Suge-
rencia: Sea b la longitud de un lado de la base cuadrada.)

y

FIGURA 6.3.17  Pirdmide en el problema 8

" En los problemas 9-14, consulte la FIGURA 6.3.18. Use el mé-
todo del disco o arandela para encontrar el volumen del $6-
lido de revolucién que se forma al girar la regién dada alre-
dedor de la recta indicada.

9. R, alrededor de OC :
11. R, alrededor de OA

13. R, alrededor de AB  /

10. R, alrededor de OA
12. R, alrededor de OC
14. R, alrededor de AB

B(l,1)

O=

] A

FIGURA 6.3.18 Regiones
para los problemas 9-14

En los problemas 15-40, use el método del disco o de la aran-
dela para encontrar el volumen del sélido de revolucién que
se forma al girar la region acotada por las gréficas de las ecua-
ciones dadas alrededor de la recta o eje que se indica.

15. y=9-x4y=0; ejex
16. y=x"+ 1L,x=0,y=35; ejey

17. y=-1\j,x= l,y=l; ejey

18.y=%,x=%.x=3,y=0;

19. y=(x —2%x=0,y=0; eje x

eje x

20 y=(x+ 1)Ax=0,y=0; ejey
2l y=4-x%y=1-1x% ejex

22. y=1—-2x%y=x>—1,x=0,primercuadrante; ejey

Asignatura: Analisis Matematico |l

6.3 Volamenes de sdlidos: método de las rebanadas 339

2. y=xy=x+1,x=0,y=2; ejey
4. x+ty=2,x=0,y=0,y=1;
25. y=Vx—1Lx=5y=0, x=35

eje x

26, x=yLx=1;, x=1

2. y=xBx=0,y=1 y=2

28. x=—y"+2,x=0; x=2

29. X} —yt=16,x=5; ejey

30 y=x>—6x+9,y=9-11% ejex
3L.x=yLy=x—6; ejey
R.y=x*+1Lx=0,y=9; ejey
B.y=x*-xy=0; ejex
M.y=x+Lx=1y=0, ejex
B.oy=efx=lLy=1 y=2

3. y=¢€y=1,x=2; eex

37. y=lcosx|,y =0,0 =< x=2m ejex
8. y=secx,x = —w/d,x=m/dy=0; ejex
39. y=tanx,y = 0,x = 7/4; ejex

40. y=senx, y=cosx, x =0, primer cuadrante; eje x

= Piense en ello:

41. Relea los problemas 68-70 acerca del principio de
Cavalieri, en los ejercicios 6.2. A continuacién muestre
que los cilindros' circulares de la FIGURA 6319 tienen el
mismo volumen. 3

FIGURA 6.3.19 Cilindros en el problema 41 -

42. Considere el cilindro circular recto de radio a que se
muestra en la FIGURA 6.3.20. Un plano inclinado a un dngu-
lo 6 con respecto a la base del cilindro pasa por un di4-
metro de la base. Encuentre el volumen de la cuiia resul-
tante que se corta del cilindro cuando

a) 6 =45° b) 6 = 60°.

FIGURA 6.320 Cilindro y cufia
en el problema 42 -
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A partir de la dltima lfnea se observa que el volumen del sélido es la integral definida

3
V= 271[ (=y* + 3y* + y = 3)dy
|

- 2#(—%

] A
4+v3+_2_3,>:|
ykgr=3 ||

3

- 81 I _q¢)-(-1 1_3)| -
(Bl ) (eredd)esn

S OSCE M Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-20.

= Fundamentos

En los problemas 1-6, consulte la FIGURA 64.7. Use el método
de los cascarones para encontrar el volumen del sélido de
revolucion que se forma al girar la region dada alrededor de la
recta indicada.
1. R, alrededor de OC
3. R, alrededor de BC

5. R, alrededor de AB

2. R, alrededor de OA
4. R, alrededor de OA
6. R, alrededor de AB

B(l,1)

FIGURA 6.4.7 Regiones
para los problemas 1-6

En los problemas 7-30, use el método de los cascarones para
encontrar el volumen del sélido de revolucién que se forma al
girar la regién acotada por las gréficas de las ecuaciones da-
das alrededor de la recta o eje que se indica.
i

T.y=xx=0,y=5 ejex

8. y=1-xx=0,y=0; y=-2

9, y=x*x =0,y =3, primer cuadrante; eje x
eje y
x=3

10 y=x’x=2,y=0;
I y=xtx=1y=0;
12.y=24y=9 ejex
13.y=x+4,x=0x=2y=2 ejey
14.y=x2—5x+4,y=0; ejey

15, y=(x - 14y=1; ejex

16 y=(x—-2%y=4 x=4

17. y=x'/3,x= Ly=0, y=-1

18. y=x"P+1L,y==x+Lx=1 x=1

19. y=xLy=x; ejey

20, y=xty=x x=2

21, y = —x* + 3x% y = 0, primer cuadrante; eje y
22. y = x* — x,y = 0, segundo cuadrante; ejey

23. y=x—2,y=—x*+2,x=0, segundo y tercer cua-
drantes; eje y

24, )'=x2~4x,)’=—x2-|j4.\'; x=-1
25. x=y' = 55,x=0; ejex

26, x=y'+2,y=x—4,y=1, ejex
2. y=xX,y=x+6,x=0; ejey

28. y=V5y=Vi-xy=0; ejex
29.y=senx2,x=0,y=l; eje y

30. y=e“2,y=0,x= 0,x=1; ejey

En los problemas 31-36, la regidn en el inciso a) gira alrede-
dor del eje indicado, generando el sélido que vemos en el
inciso b). Escoja entre los métodos del disco, de la arandela o
de los cascarones para encontrar el volumen del sélido de
revolucion,

a) b) Cono
FIGURA 6.48 Region y sélido para el problema 31

X
(rz- 0)

a) b) Tronco
FIGURA 6.4 Regién y sélido para el problema 32

a) b) Esfera
FIGURA 6.4.10 Regién y sdlido para el problema 33

Pag.67



UNIVERSIDAD

—
bad CONTINENTAL

Asignatura: Analisis Matematico |l

3. = Aplicaciones

b) Sector esférico

FIGURA 64.11 Region y sélido para el problema 34
FIGURA 6.4.14.

35.
38.

36.

a) b) Esferoide achatado
FIGURA 6.4.13 Regi6n y sélido para el problema 36

6.5 Longitud de'una gréfica

I Introduccion  Si una funcién y = f(x) tiene una primera derivada continua sobre un intervalo
[a, b], entonces se dice que la gréfica es suave y fse denomina funcién suave. Como el nombre
lo implica, una gréfica suave carece de picos. En el andlisis que sigue se establece una férmula
formal de la longitud L, o longitud de arco, de una grafica suave sobre un intervalo [a, b]. Vea
la FIGURA 6.5.1.

I Construccion de una integral Sean f que tiene una grifica suave sobre [a, b] y P una parti-
cién arbitraria del intervalo: -

a=x <x <x2<---<x,,_|<x,,=b.
Como de costumbre, sean Ax; el ancho del k-ésimo subintervalo y | P] el ancho del subinterva-
lo mds grande. Como se muestra en la FIGURA 6.5.2), es posible aproximar la longitud de la grifi-
ca sobre cada subintervalo [x;_,, x;] al encontrar la longitud Ly de la cuerda entre los puntos
(et fOo1)) Y O f(x)) parak = 1,2, ..., n. Por la figura 6.5.2b), la longitud L se obtiene a
partir del teorema de Pitdgoras:

L= VBx)? + Ay = Vu — 1) + (F&) = fa)) )

Por el teorema del valor medio (seccidn 4.4) sabemos que en eada subintervalo abierto x} exis-
te un ndmero (x;-, X;) tal que

fO) — fG-1)

X ™ X1

=f'(f)  obien,  flx) — f(«\fk-n) = fi) e — x-1)-

Al usar la dltima ecuacién, f(x,) — f(x;—) sustituimos en (1) y simplificamos:
L = Vs = 5 + D@ - 1)’
= Vix = 1L+ [FeDD)
= V1 + [feHIP0% = %)
= VI + [f&H)? Ax,.

6.5 Longitud de una gréfica 345

37. Un cubo cilindrico de radio r que contiene un liquido gira
alrededor del eje y con velocidad angular constante . Es
posible mostrar que la seccion transversal del liquido estd
dada por y = w’x*/(2g), —r = x = r,donde g es la ace-
leracién debida a la gravedad. Use el método de los cas-
carones para encontrar el volumen V del liquido en el
liquido giratorio dado que la altura del cubo es h. Vea la

En el problema 37, determine la velocidad anghlar w para
la cual el fluido entra en contacto con el fondo del cubo.
¢Cudl es el volumen V correspondiente del liquido?

FIGURA 6.4.14 Cubo en los problemas 37 y 38

1
I
|
1

I 5 l; X
FIGURA 5.1 Determinacién de
la longitud L de la gréfica de f
sobre [a, b]

'YT (-"k—pf(o‘k-ﬂ)
y=fQ) FON fl)
VAT Al )

"RONE ' (1l
R ' [

R | iy
RN T
fa=xpx % -1 xkx,,=bx
a) n cuerdas

j’(xk)y (% 1 Sl - 1))

oy digss mrmmosmeess
=1
b) Acercamiento a la cuerda
sobre el k-ésimo subintervalo
FIGURA 6.5.2 Aproximaci6n de
la longitud de una gréfica al
sumar las longitudes de cuerdas
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b) Sector esférico

FIGURA 64.11 Region y sélido para el problema 34
FIGURA 6.4.14.

35.
38

b) Esferoide alargado
FIGURA 6.4.12 Region y solido para el problema 35

36

Xla+ yzlb2 =1,
x=0

a) b) Esferoide achatado
FIGURA 6.4.13 Region y sdlido para el problema 36

6.5 Longitud de una grafica

I Introduccion  Si una funcién y = f(x) tiene una primera derivada continua sobre un intervalo
[a, b], entonces se dice que la gréfica es suave y fse denomina funcién suave. Como el nombre
lo implica, una gréfica suave carece de picos. En el andlisis que sigue se establece una féormula
formal de la longitud L, o longitud de arco, de una grafica suave sobre un intervalo [a, b]. Vea
la FIGURA6.5.1.

I Construccion de una integral Sean f que tiene una gréfica suave sobre [a, b] y P una parti-
cién arbitraria del intervalo: -

a=xg<xp<x << Xy—y < x,=b
Como de costumbre, sean Ax, el ancho del k-ésimo subintervalo y |P| el ancho del subinterva-
lo més grande. Como se muestra en la FIGURA 6.5.2a), €5 posible aproximar la longitud de la grifi-
ca sobre cada subintervalo [x;_j, x¢] al encontrar la longitud Ly de la cuerda entre los puntos
(1o fO4o1)) Y (oo f(x)) parak=1,2,..., n. Por la figura 6.5.2b), la longitud L se obtiene a
partir del teorema de Pitdgoras:

L = VAx) + Ay = Viu — 1) + (F&) = fa-) (1

Por el teorema del valor medio (seccién 4.4) sabemos que en eada subintervalo abierto xj exis-
te un nimero (x;-, x;) tal que

f(xk) - f(xk—|)

Xy = Xp-1

= f'(xf) obien,  f(x) — f(x_k- D = FOE) 0 = x-)-

Al usar la dltima ecuacién, f(x)) — f(x;—) sustituimos en (1) y simplificamos:
L= \/(xk = Xk—|)2 +: [f’(xi‘.‘)]z(xk . -rk—l)z
= Vi = 51+ [FODP)
= V1 + [f&) ]P0 = %)
= VI + [f()]? Ax

6.5 Longitud de una grafica 345

37. Un cubo cilindrico de radio r que contiene un liquido gira
alrededor del eje y con velocidad angular constante w. Es
posible mostrar que la seccion transversal del liquido estd
dada por y = @*x*/(2g), —r = x = r, donde g es la ace-
leracién debida a la gravedad. Use el método de los cas-
carones para encontrar el volumen V del liquido en el
liquido giratorio dado que la altura del cubo es h. Vea la

En el problema 37, determine la velocidad angular o para
la cual el fluido entra en contacto con el fondo del cubo.
;Cudl es el volumen V correspondiente del liquido?

| e

b

FIGURA 65.1 Determinacion de
la longitud L de la grifica de f

sobre [a, b]

y (-rk-hf(xk-l))
y=f@) CON S (x)
55 TR
Pk e e
SR A
E oLl
a=xx X N o =b

a) n cuerdas

f(x,()y (%= 1 S&k- 1)

b) Acercamiento a la cuerda
sobre el k-ésimo subintervalo

FIGURA 652 Aproximacién de
la longitud de una gréfica al
sumar las longitudes de cuerdas
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La suma de Riemann
2 L= 2 VI+ [fah) Ax
(=1 k=1

representa la longitud de la curva poligonal que une (a, f(a)) y (b, f(a)), y proporciona una apro-
ximacién a la longitud total de la grifica de [a, b]. Cuando || P|| — 0, obtenemos

n

b
Im > V1 + [fahHPAx, = J V1 + [f'()] dx. 2

I1PI=0 =}

El andlisis anterior sugiere usar (2) como la definicién de la longitud de la grafica sobre el inter-
valo,

Definicion 6.5.1 Longitud de arco

Sea f una funcion para la cual f* es continua sobre un intervalo [a, b]. Entonces la longitud L
de la gréfica de y = f(x) sobre el intervalo estd dada por

b
L= J V1 + [f'(0)] dr. (3)

La férmula phra la longitud de arco (3) también se escribe como

b dy\?
L= L I (a) dx. 4)

Se dice que una gréfica que tiene longitud de arco es rectificable.

=] oW Longitud de una curva

Encuentre la longitud de la grafica y = 4x¥? del origen (0, 0) al punto (1, 4).

Solucién La grafica de la funcion sobre el intervalo [0, 1] se muestra en la FIGURA 6.53. Luego,

Lyl Mgl
‘_iX = 6x'?
3 dx
es continua sobre el intervalo. En consecuencia, por (4) se concluye que

|
L= J V1 + [6x'2)? dx
0

1
= J (1 + 36x)"2dx
0

FIGURA 653 Gréfica de
la funcién en el ejemplo 1

IJ' 12
= (1 + 36x)2(36 dx)
36,

. | -
= 54(1 + 36x) }

si4[37-‘/2 — 1] ~ 4.1493, m
0 o

I Diferencial de longitud de arco Si C es una curva suave definida por y = f(x), entonces la
longitud de arco entre un punto inicial (a, f(a)) y un punto variable (x, f(x)), donde a = x = b,
estd dada por

1 j Vit GOl ©)

donde 1 representa una variable de integracion ficticia. Resulta evidente que el valor de la inte-

gral en (5) depende de x, por lo que se denomina funcién de longitud de arco. Luego, por (10)
de la secci6n 5.5, ds/dx = V1 + [f'(x)] y. en consecuencia,

ds=VI1+ [f())dx (6)
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La dltima funcién se denomina diferencial de la longitud de arco y puede usarse para aproxi-
mar longitudes de curvas. Con dy = f'(x) dx, (6) puede escribirse como

ds = V(dx? + (dy?  obien, (ds)* = (dv) + (dy)~ (7

En la FIGURA 654 se muestra que la diferencial ds puede interpretarse como la hipotenusa de un
triangulo rectdngulo con catetos dx y dy.

Si (3) se escribe L = [ds para abreviar y la curva C se define por x = g(y),c Sy = d,
entonces la ltima expresién en (7) puede usarse para resolver ds/dy: % atAx

= , FIGURA- &5.“-1 Interpretacion
ds / dx Y _ / dxY geométrica de la diferencial de la
,Ty =R (dy) 9 ds =1+ (dy) dy. longitud de arco

Por tanto, la integracién con respecto a y andloga de (4) es

_ ¢ dx Y
L—[ 1+<;E dy. (8)

. Vea los problemas 17 y 18 en los ejercicios 6.5.

J? noras DESDE EL AULA

A menudo, la integral en (3) lleva a problemas en los cuales se requieren técnicas espe-
¢ ciales de integracion. Vea el capitulo 7. Pero aun con estos procedimientos ulteriores, no
" siempre es posible evaluar la integral indefinida V1 + [f(x)]? dx en términos de las

conocidas funciones elementales, incluso para algunas de las funciones mds simples
' como y = x> Vea el problema 45 en los ejercicios 7.8.

{

3 TR Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-20.

=Fundamentos En los problemas 17 y 18, use (8) para encontrar la longitud

" En los problemas 1-12, encuentre la longitud de la grfica de la grifica de la ecuacién dada sobre el intervalo indicado.

'~ de la funcién dada sobre el intervalo indicado. Use una calcu- 17 x =4 = ¥ [0,8]

~ ladora o un SAC para obtener la gréfica. 18. 5x = y2 + 5y [4,9)
1 y=x =1, 1] 2.y=x+1 [0,3] 19. Considere la longitud de la grifica de x** + y** = L en
3.y= P4 [0, 1) 4. y=13 X (1, 8) el primer cuadrante.
- s . a) Muestre que el uso de (3) conduce a un integrando
5 y=glt+ 75 (1, 4] discontinuo.
6. (y+ 12 =40+ 1% [-1,0] b) Suponga que el teorema fundamental del cdlculo
1 ' ’ puede usarse para evaluar la integral obtenida en el
7. y=—x -2 1,4 8. y= lx“ + & 2 4 inciso a) y encuentre la longitud total de la grafica.
y=73 D L4 By=g@ton (2.4
¢ 20. Establezca, pero no intente evaluar, una integral que pro-
9. y= lXJ + Lﬁ; 2,3] 10, y= lXS + _1_3; [1,2] porcione la longitud total de la elipse x*/a* + y /b =1,
4 ?-V 5 12x a>b>0.
= — U3
1Ly =@ -2 (L8] 21. Dado que la circunferencia de un circulo de radio r es
x—2, 2=x<3 21rr, encuentre el valor de la integral
12.y={x-2% 3=x<10; [2,15] Vo
Lov — 62
sk =6, 10=x=15 J——dx,
b V1 = x?

22. Use la diferencial de la longitud de arco (6) para aproxi-
mar la longitud de la grdficade y = 1x* desde (2, 4) hasta
(2.1, 4.862025). [Sugerencia: Revise (13) de la seccién
4.9.]

En los problemas 13-16 establezca, pero no evaliie, una inte-
gral para la longitud de la funcién dada sobre el intervalo indi-
cado.

B.y=4 [-1,3]  M.y=2VaFh [-1,3]
15. y=senx; [0, ] 16. y=tanx; [—m/4,7/4]
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348 CAPITULO 6 Aplicaciones de la integral

FIGURA 66.2 Tronco de un cono

6.6 Area de una superficie de revolucion

I Introduccion  Como se ha visto en las secciones 6.3 y 6.4, cuando una gréfica de una func?
continua y = f(x) sobre un intervalo [a, b] gira alrededor del eje x, genera un sélido de reyo
cién. En esta seccién tenemos interés en encontrar el drea S de la superficie con'espondlcm%
decir, una superficie de revolucién sobre [a, ] como se muestra en la FIGURA 65.15).

¥ y (0 ftb))
o !(—‘) i (ﬂ.f((l»
H
.
- X X
a b
o) Gedfica b) Superficic

FIGURA 66.1  Superficie de revolucitn

¥ Construccion de una integral Antes de construir una integral definida para la definicién de
irca de una superficie de revolucion, se requiere una férmula para el drea lateral (excluyendo las pan.
tes superior ¢ inferior) de un tronco de un cono circular recto. Vea la FIGURA 882, Si r, y r; son
radios de las partes superior e inferior y L es la altura oblicua, entonces el drea lateral estd dada

w(ry + L. (l)

Vea el problema 17 en los ejercicios 6.6. Ahora suponga que y = f(x) es una funcion suave y qu
J(x) = 0 sobre el intervalo [a, b]. Sea P una particién del intervalo;

a=np<y<n< o<y, <y =>h ]
Luego, si unimos con una cuerda los puntos (x,_y, f(x;)) ¥ (x5, f(x))) mostrados en la FIGURA
663a), formamos un trapezoide. Cuando el trapezoide gira alrededor del eje x, genera un tronco de
un cono con radios f(x,) y f{x;). Vea la figura 6.6.3b). Como se muestra en la seccién transver-
sal en la figura 6.6.3¢), la altura oblicua puede obtenerse a partir del teorema de Pitdgoras:

Vi = x ) + () = fl )

Alwra
% y=f{x) aem \/ () — flxg )
(s 1 SO ) I(n) A f
X=X
(g flx)) fix-n) AT fiy-y) ﬂI‘)
) |
X~y 8
-
""x" "k I "n-l{
' N
a) Trapezoide b) Tronco ¢) Vista lateral del tronco

FIGURA 663  Aproximacion del drea de ln superficie de revolucidn al sumar frcas de troncos

Asi, por (1) el drea superficial de este elemento es
= 7 f) + foe-D1 Vi = x5 F + (fx) = flx-))?

- 2
- e + iy 1 + (L) ) [
k-1

(xy) — f(xl-l))z Aty

X T Xy

= wlflw) + - .n\/ L+ (
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Jonde Axg = &g — Xy Esta dlltima cantidad es una aproximacion al drea verdadera de la super-
- ie de revoluci6n sobre el subintervalo (%]

" Luego, asi como en el andlisis de la longitud de arco, se invoca el teorema del valor medio
pra derivadas a fin de afirmar que en el intervalo abierto x} hay un (x;., x,) tal que

" )

o ===k,

X~ Xy

La suma de Riemann

385 = m X ) +fu) VI + [FGD] Ax
k=1 k=1

gs una aproximacién al drea § sobre |a, b]. Esto sugiere que el drea superficial S estd dada por
¢l limite de la suma de Riemann:

§ = limm > 1) + fa-)I VI + [F))? A 2
E=1
‘Puesto que también se espera que f(x;-) ¥ f(x,) tiendan al limite comiin f(x) cuando [P| — 0,

tenemos f(xg) + flxg— ) — 2f(x).
El andlisis anterior sugiere usar (2) como la definicion del drea de la superficie de revolu-

cion sobre el intervalo,

Definicion 661 Area de una superficie de revolucién

Sean f una funcion para la cual f” es continua y f{x) = 0 para toda x en el intervalo [a, b). El
firea $ de la superficie que se obtiene al girar la grifica de f sobre el intervalo alrededor del eje
x estd dada por

b
S= 21:] fOVI+ [f(x)] dx. (3)

EETICEE Area de una superficie

Encuentre el drea S de la superficie que se forma al girar fa gréifica de y = Vi sobre el interva-
lo[1, 4] alrededor del ¢je x.

Solucién S tiene f(x) = x'2, f(x) = 1" = 1/2Vx), y por (3)
= K : _l_ 2
s-n[ Vi H(z\/i)‘b

2wrﬁ 1+ ﬁ
]
Vi

dx
4o+ 1 de

27

4
11’[ Viax + ldx

|-

4
|

R
wj (d4x + 1)’ dv) = %1(4.1‘ + lr‘ﬂ]
I

w1772 = §*7] = 3085,

FIGURA 664 Superficic de
revolucién alrededor del cje x
Vea la FIGURA 6.6.4. W cnel cjemplo |

(=% Ll
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FIGURA 6.6.5 Superficie de
revolucion alrededor del eje y
en el ejemplo 2

SEIAGETGM Las respuestas

Asignatura: Analisis Matematico |l

a integral
¥ Revolucion alrededor del eje y  Es posible mostrar que si la grafica de una funcién continua

y = f(x) sobre [a, b], 0 < a < b, gira alrededor del eje y, entonces el drea S de la superficie de
revoluci6n resultante estd dada por

b
S = 24 V1 + [f(x)]?dr. )

Asi como en (3), en (4) se supone que f'(x) es continua sobre el intervalo [a, b].

AEIOEA Area de una superficie

Encuentre el drea § de la superficie que se forma cuando la grifica de y = x'/3 sobre el interva-
lo [0, 8] gira alrededor del eje y.

Solucién  Se tiene f'(x) = 3x~%, de modo que por (4) se concluye que

8
S = 2‘n'J xyf1+ —l-)c“‘/3 dx
i 9
8 T
= ZﬂJ x,/g%dx
o Ox*-
8
= QWJ x'PN9B 1 dx,
o

3

La iltima integral se evaluaré al revisar el método de sustitucion . Si hacemos u = 9*? + 1,

entonces du = 12x'°dx, dx = f5x™' du, x = 0 implica u= 1, y x=8 proporciona u = 145, En

consecuencia,
S = ijmsu'” du = —l—ﬂum}m = L‘rr(1453/2 - 1) = 5203 04
18 | 27 | 27 : &l
Vea la FIGURA 6.6.5. ) | |

de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-20.

= Fundamentos i

En los problemas 1-10, encuentre el drea de la superficie que

se forma al girar cada gréfica
dor del eje indicado.

L y=2Vx[0,8]; ejex
2. y=Vx+1IL5); eje
.y= Pl [0,1]; ejex

4. y=x[1,8]; ejey

raboloide de revolucién. Encuentre el 4rea superfi-
cial de una antena de radio r y profundidad h que
obtenemos al girar la grafica de f(x) = rV1 — x/h
alrededor del eje x. Vea la FIGURA 6.6.6.
b) La profundidad de una antena de disco varia de 10 a
20% de su radio. Si la profundidad & de la antena del
X inciso a) es 10% del radio, muestre que el 4rea super-
ficial de la antena es aproximadamente la misma que
el drea de un circulo de radio r. ;Cudl es el error por-
centual en este caso?

sobre el intervalo dado alrede-

5. y=x2+1,[0,3]; ejey

6. y=4-2x%10,2]; ejey
T.y=2x+1,[2,7): ejex

8. y=VIe6 -x2 [0, \/7];

1 1
9. y==x*+—[1,2]: ejey
Y=g t3a [1,2]: eje)

4

__1;‘:'3 L s e
10. y = 3% +4x'[1’2]’ eje x

ejey

11. a) Laforma de una antena de disco es una pardbola que Las antenas de disco son paraboloides de FIGURA 66,6 Grifica
gira alrededor de un eje de simetria, denominada pa- revolucién de fen el problema 11
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12. La superficie formada por dos planos paralelos que cor-
tan una esfera de radio r se denomina zona esférica.
Encuentre el drea de la zona esférica que se muestra en la
FIGURA 6.6.7.

FIGURA 6.6.7 Zona esférica en el problema 12

13. La grificade y = |x + 2| sobre [ —4, 2], mostrada en la
FIGURA6.6.8, gira alrededor del eje x. Encuentre el drea S de
la superficie de revolucion.

Y

y=+2|

FIGURA 6.6.8 Gréﬁéa de la funcién en el problema 13

14. Encuentre el drea de éuperﬁcie que se forma al girar
x4y = @*B, [~d, a], alrededor del eje x.

= Piense en ello

15. Demuestre que el drea superficial lateral de un cono circu-
lar recto de radio r y altura oblicua L es mrrL. [Sugeren-
cia: Cuando un cono se corta por el lado y se aplana
forma un sector circular con drea 3L°6.)

16. Use el problema 15 para mostrar que el drea superficial
lateral de un cono circular recto de radio ry altura h estd
dada por '\ r? + k. Obtenga el mismo resultado usan-

do (3) 0 (4).
17. Use el problema 15 para obtener la férmula (1). [Suge-
rencia: Considere un cono completo de radio r, y altura

oblicua L,. Corte la parte c6nica superior. Puede ser de
ayuda considerar tridngulos semejantes.]

18. Muestre que el drea superficial del tronco de un cono circu-
lar recto de radios r; y r, y altura h estd dada por

w(r, + ) VI + (= )

6.7 Valor promedio de una funcién

Asignatura: Analisis Matematico |l

6.7 Valor promedio de una funcién 351

19. Seay=f(x) una funcién no negativa continua sobre [a, b}
cuya primera derivada es continua sobre el intervalo.
Demuestre que si la grafica de f gira alrededor de una
recta horizontal y = L, entonces el drea S de la superficie
de revolucidn resultante estd dada por

b
§= zﬂj If0) = LIV1 + ()] dx.

20. Use el resultado del problema 19 para encontrar una inte-
gral definida que proporcione el drea de la superficie que
se forma al girar y = x**, [1, 8], alrededor de la recta
y=4. No evalte. :

= Proyectos
21. Una vista desde el espacio

a) Desde una nave espacial en 6rbita alrededor de la
Tierra a una distancia & de la superficie terrestre, un
astronauta puede observar s6lo una porc¢ién A, del
drea total del 4rea superficial de la Tierra, A,. Vea la
FIGURA 6.68a). Encuentre una férmula para la expresion
fraccionaria A,;/A, como una funcién de 4. En la figu-
ra 6.6.9b) se muestra la Tierra en seccién transversal
como un circulo con centro C'y radio R. Sean los ejes
X'y y como se muestra y sean yg y yg = R las coorde-
nadas y de los puntos B y E, respectivamente.

b) ;Qué porcentaje de la superficie de la Tierra ve un
astronauta desde una altura de 2 000 km?: Considere
que el radio terrestre es R = 6 380 km.

¢) (A qué altura h el astronauta ve un cuarto de la super-
ficie de la Tierra? :

d) ;Cudl es el limite de A,/A, cuando la altura h crece sin
cota (h—»00)? ;Por qué la respuesta tiche sentido
intuitivo? i

¢) (Qué porcentaje de la superficie terrestre ve un astro-
nauta desde la Luna si h = 3.76 X 10° km?

a) b)
FIGURA 6.69 Porcién de la superficie terrestre en el problema 21

I Introduccion Todos los estudiantes saben qué es un promedio. Si un estudiante presenta cua-
tro exdmenes en un semestre y sus calificaciones porcentuales son 80, 75, 85 y 92%, entonces

su promedio puntaje es

80 + 75 + 85 + 92
4
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Integrales impropias. Definicion. Integrales
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Integrales impropias con discontinuidades
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71. Encuentre la longitud de la grifica de y = ¢* sobre el 73. Aunque para evaluar

zando con una sustitucion. ]

intervalo [0, In 2]. [Sugerencia: Evalie la integral empe- [ r i
@— D%+ 1P
puede usarse descomposicion en fracciones parciales,

serfa necesario resolver 20 ecuaciones en 20 incdgnitas.
Evalde la integral usando una técnica de integracion més

72. Bxplique por qué una descomposicion en fracciones par-
ciales podrfa ser innecesaria o inadecuada para la integral
dada. Analice como es posible evaluar estas integrales.

1.7 Integrales impropias 415

x? 3x + 4 sencilla,
& | 5——5 & I 5 dx ,
(= = 1)x= 1) x“+4 74. (Por qué la respuesta al problema 53 podrfa obtenerse sin
3 ningiin trabajo?
0 J . % . d) [ 42x +25x di ]
x*+5) X5+ 6

1.7 Integrales impropias

I Introduccién Hasta el momento, en el estudio de la integral definida [*f(x) dx, entendfamos
que

* los limites de integraci6n eran niimeros finitos, y que
« la funcién f era continua sobre [a, b] o, en caso de ser discontinua, que estaba acotada
sobre el intervalo.

Cuando se omite una de estas dos condiciones, se dice que la integral resultante es una integral
impropia. En el siguiente andlisis, primero consideramos integrales de funciones que estén defi-
nidas y son continuas sobre intervalos no acotados; en otras palabras,

* por lo menos uno de los limites de integracién es 00 0 —00.

Después de eso examinamos integrales sobre intervalos acotados de funciones que se vuelven no
acotadas sobre un intervalo. En el segundo tipo de integral impropia,

« el integrando f tiene una discontinuidad infinita en algiin nimero enel intervalo de inte-
gracion.

I Integrales impropias: intervalos no acotados  Si el integrando festd definido sobre un inter-
valo no acotado, hay tres integrales impropias posibles con limites de integracion infinitos. Sus
definiciones se resumen como sigue:

Definicion 7.7.1 Intervalos no acotados

i) Sifes continua sobre [a, 00), entonces

00 b

J f&) dx = ;}L'EJ J@x) dx. (0
it) Si fes continua sobre (—00, b], entonces

b b

J fx) dx = al{rjle fx) dx. 2)

iii) Si fes continua sobre (—00, 00), entonces

J f(x) dx = f J(x) dx + J f(0) dx. ©)

Cuando los limites (1) y (2) existen, se dice que las integrales convergen. Siel limite no exis-
te, se dice que las integrales divergen. En (3) la integral [ f(x) dx converge en el supuesto

de que ambas [ o f(x) dx y [3f(x) dx convergen. Si cualquiera de Jeof®dx o [F(x) dx
diverge, entonces la integral impropia [°%f(x) dx diverge.
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418 CAPITULO 7 Técnicas de integracion

"
“en el infinito”
1
1
r

R+h——9 m,

FIGURA 7.7.2 Masa m, levantada
hasta el “infinito” en el ejemplo 8

-3
FIGURA7.7.3 x=0es una
asintota vertical para la gréfica de

fx) =1/

donde R es el radio del planeta. Asi, la cantidad de trabajo realizado para levantar m, hasty gy
distancia ilimitada o “infinita” desde la superficie del planeta es

W= j m—k'”'z’"z dr
R r

b
= km;m, limj r2dr
b—00 R

= onm i [ -1+ £

_ kmym,
" R

Vea la FIGURA7.7.2. A partir de los datos en el ejemplo 2 de la seccién 6.8 se concluye que el tré
bajo realizado para levantar una carga itil de 5 000 kg hasta una “distancia infinita” desde ]
superficie terrestre es

= 667 X 107)(6.0 X 10%)(5 000)
6.4 X 10° «'

=~ 3.13 X 10" joules.

Recuerde que si f es continua sobre [a, b], entonces la integral definida [ : f(x)dx exist
Ademés, si F'(x) = f(x), entonces [ : f(x) dx = F(b) — F(a). Sin embargo, no es posible evalual
una integral como

1 1 4
[ Lo 0
X |

mediante el mismo procedimiento, puesto que f(x) = 1/x? tiene una discontinuidad infinita en'
[—2, 1]. Vea la FIGURA 7.7.3. En otras palabras, para la integral en (4), el “procedimiento”

a1 1y_ 3
R

carece de sentido. Por tanto, se tiene otro tipo de integral que demanda un tratamiento especial.

I Integrales impropias: discontinuidades infinitas De una integral [”f(x) dx también se dice
que es impropia si f no esté acotada sobre [a, b], es decir, si f tiene una discontinuidad infinita
en algiin nimero en el intervalo de integracién. Hay tres integrales impropias posibles de este
tipo. Sus definiciones se resumen a continuacion.

Definicion 7.7.2 Discontinuidades infinitas

i) Si fes continua sobre [a, b) y | f(x)] — 00 cuando x — b, entonces
be(x) dx = lim J ) d. 5)
ii) Si fes continua sobre (a, ;7] ¥ |f(x)| = o0 cuando x — a™, entonces
rf(x) dx = vllﬂl*' f bf(x) dx. (6)
a s

iii) Si |f(x)| = 00 cuando x — ¢ para alguna c en (a, b) y f es continua en todos los demés
nimeros en [a, b], entonces

b c b
jf(x)dx= Jf(x)dx+ jf(X)dx. (M

Cuando los limites en (5) y (6) existen, se dice que las integrales convergen. Si el limite no
existe, entonces se dice que la integral diverge. En (7) la integral [%f(x) dx converge siempre
que ambas [5f(x) dxy [2f(x) dx convergen. Si cualquiera de [¢f(x) dx o [2f(x) dx diverge,
entonces J2f(x) dx diverge.
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jii) Para ejemplos, problemas y gréficas como la figura 7.7.1, los estudiantes a menudo que-
dan con la impresi6én de que f(x) — 0 cuando x — oo es una condicién necesaria para
que la integral f:“ f(x)dx converja. Esto no es asi. Cuando llegue a los ejercicios 9.3 tra-
baje el problema 70.

iv) Es posible que una integral tenga limites de integracién infinitos y un integrando con una
discontinuidad infinita. Para determinar si una integral como

limite infinito — oo |
J’l Jc\/J:2 = ldx
converge, la integracién se interrumpe en algiin punto de continuidad conveniente del
integrando; por ejemplo, x = 2:

el integrando es discontinuoen.x = | —

Jm—l—dx = [2_1_ dx + ro—l—*dx =1 +1 )

, ¥V =1 XV =1 h V-1 L
I, e I son integrales impropias; 1; es del tipo dado en (6) ¢ I, es del tipo dado en (1). Si
ambas ; e I, convergen, entonces la integral original converge. Vea los problemas 85 y
86 en los ejercicios 7.7.

v) El integrando de [ ab f(x) dx también puede tener discontinuidades infinitas tanto en
x=a como en x = b. En este caso la integral impropia se define en forma andloga a (7).
Si un integrando f tiene una discontinuidad infinita en varios nimeros en (a, b), enton-
ces la integral impropia se define mediante una extension natural de (7). Vea los proble-
mas 87 y 88 en los ejercicios 7.7.

vi) Algunas veces ocurren cosas raras cuando se trabaja con integrales impropias. Es posi-
ble girar una regién con drea infinita alrededor de un eje y ¢l volumen resultante del s6li-
do de revolucién puede ser finito. Un ejemplo bastante famoso de esta clase se propor-
ciona en el problema 89 de los ejercicios 7.7.

SN WA Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-24.

7.7 Integrales impropias 421

= Fundamentos % i
19, J g 20. f dx
En los problemas 1-30, evaltie la integral impropia dada o X+ 202 X ¥ 2x +3
demuestre que diverge.
) -1y “Fsenxdx 22. e cos 2x dx
J —d_x 2. J de 0 =03
-0 VX 0 0
[he o NP A
” 0 ol 112
1 x099 L {n 000
5 s[f-ale = 7 ]
5. J Pl 6. e “dx , Lx 249
o0 - 0 0
7J11x— S.J-I;—dt 2x2+6x+5 oox—3x+2
1
2
1
o0 o 2, i —
9. J 10. J In x dx J ? 0+ 1)2 30 L e"+e“"dx
{§ x e
o0 o0
1. J —dx 12. I k. - dx En los problemas 31-52, evalde la integral impropia dada o
o+ 1) o+ 1) el ok demuestre que diverge.
1 r 14 r L i 1 A
3. . ] L | =dx 2 | ==
(P +9)2 s V3x + 1 g Lx . J s &
o N 1 "1
15. J U du 16. J 4 dx B, J—@dx 34, J—*dx
5 X+ 1 p X i
o sen(l/x) r’ 2 r 1 r 1
18. | ted 5. dx 36 dx
17. J ~DOe t V2-x 1(X‘1)2
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1 2
1 1
37 J —=dx 38. J dx
_,xs/ 0 \/3)6 =1
2 ; 27ex'/»‘
39 f (x— 1) dx 40, J “—dx
: o
1 e l
41 j x In x dx 42 J dx
N X In x
/2 /4 2
sec” 6
43 tan ¢ dt 44, = df
L ! JO Vtan 0
sen x T cosx
45 dx 46.
L1+cosx L\/l—senx
L B 4
47, dx 48. d.
Lv 1+x L 21"
1 x2 2 ew
49, [ dx 50. J —————dw
b V1 — x? b Ve’ — 1

Jmﬂa

3 1
1 1
SI.J—dx 52.'[[—4+-
1 V3 + 2 — ¥ o Vi V1i-x
En los problemas 53 y 54, use una sustituci6n para evaluar la
integral dada.

o0 1 (o] —\/_
5. | ————dx 54. | Vxe V¥ax
L Va@x+4) J; *
= Repaso de aplicaciones
En los problemas 55-58, encuentre el drea bajo la gréfica de
la funcién dada sobre el intervalo indicado.
1

55. f(x) = (2x—+f)5; [1, 00)
_ 10
56. f(x) =g 053]

57. f(x) = ™M, (=00, 00)

58. f(x) = Iif’e™; (=00, 00)

59. Encuentre el drea de la regién que estd acotada por las
grificas de y = 1/Vx — 1y y = —=1/Vx — 1 sobre el
intervalo [1, 5].

60. Considere la regién que estd acotada por las gréficas de
y =1/Vx + 2y y=0sobre el intervalo [ -2, 1].

a) Demuestre que el drea de la region es finita.

b) Demuestre que el sélido de revolucién formado al
girar la regién alrededor del eje x tiene volumen infi-
nito.

61. Use una calculadora o un SAC para obtener las graficas de

_1 -1
g ¥ J x4+ 1)
Determine si el drea de la regién acotada por estas grafi-
cas sobre el intervalo [0, 1] es finita.

62. Encuentre el volumen del sélido de revolucién formado
al girar la region acotada por las graficas de y = xe™ y
y =0 sobre [0, c0) alrededor del eje x.

63. Encuentre el trabajo realizado contra la gravedad al le-
vantar una carga de 10 000 kg hasta una distancia infini-

Asignatura: Analisis Matematico |l

ta por arriba de la superficie de la Luna. [Sugerencig,
Revise la pdgina 357 de la seccion 6.8.]

64. El trabajo realizado por una fuerza externa para moyey
una prueba de carga gy radialmente desde el punto 4
hasta el punto B en el campo eléctrico de una carga g gq
define como

W:_ﬁajid

r
47T€0 r2

Vea la FIGURA 7.7.7. ’
a) Demuestre que W = _‘ﬁo_(l = l)

b) Encuentre el trabajo realizado para llevar la carga de
prueba hasta una distancia infinita del punto B.

FIGURA 7.7.7 Carga en el problema 64

La transformada de Laplace de una funcién y = f(x), defini-
da por la integral

L{fx)) = J e f(r) dt,
0
es muy Util en algunas dreas de las matematicas aplicadas. En
los problemas 65-72, encuentre la transformada de Laplace de
la funci6n e imponga una restriccién sobre s para la cual la
integral converja.

65. f(x) =1 66. f(x) = x
67. f(x) = €' 68. f(x) = e
69. f(x) = senx 70. f(x) = cos 2x

<x<
L. f(x) = {? 22’1‘ U 5, s = {S,

73. Una funcién de densidad de probabilidad es cualquier
funcién no negativa f definida sobre un intervalo [a, b]
para la cual [ : f(x) dx = 1. Compruebe que para k >0,

0=x<3

, =3

_ 0, x<0
f(x) - {ke-‘lu‘, =0
es una funci6n de densidad de probabilidad sobre el inter-

valo (—00, 00).

74. Otra integral de matemdticas aplicadas es la funcion
gamma:

[oe]

[a) = J 1 le7td, x> 0.
0

a) Demuestre que ['(@ + 1) = al(a).
b) Use el resultado en el inciso a) para demostrar que
F'n+1)=1:2-3---(n=1)-n=nl,

donde el simbolo n! se lee “n factorial”. Debido a esta
propiedad, la funcién gamma se denomina funcién fac-
torial generalizada.
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440 CAPITULO 8 Ecuaciones diferenciales de primer orden

Por supuesto, a menudo se | 2

usan simbolos diferentes. Por
ejemplo,
2

d*y

— + 4y =sen2t

dt
también es una ecuacion dife-
rencial de segundo orden.

Las funciones de dos variables P
se analizardn en detalle en ¢l
capitulo 13.

8.1 Ecuaciones separables

I Introduccién En varios conjuntos de ejercicios previos se pidié comprobar que una funcigy
dada satisface una ecuacién diferencial. En términos generales, una ecuacion diferencial eg una
ecuacion que implica una funcién y desconocida y una o mds derivadas de y. Las €cuacioneg
diferenciales se clasifican por el orden de la derivada més alta que aparece en la ecuacién, Por
ejemplo, la ecuacién

derivada de orden mds alio

dEy dy
E + 4& +8 =0 (1)

es un ejemplo de ecuacién diferencial de segundo orden, mientras que

dy  x

&y @
es una ecuacion diferencial de primer orden: Al usar la notacién “primada”, las ecuaciones dife-
renciales en (1) y (2) pueden escribirse como y” + 4y’ + 8y = 0y y' = —x/y, respectivamen-
te. Aunque esta notacion es mds fécil de escribir e imprimir, la notacién de Leibniz usada en (1)
y (2) suele preferirse a menudo porque muestra con claridad la variable independiente.

La exploracién del tema de las ecuaciones diferenciales suele comenzar con el estudio de
como resolverlas. Una solucién de una ecuacion diferencial es una funcion y(x) suficientemen-
te diferenciable, definida de manera explicita o implicita que, cuando se sustituye en la ecuacién,
se reduce a una identidad sobre algiin intervalo. La forma natural de denominar la grafica y(x)
es curva solucion.

Como se menciond al inicio del capitulo, aqui estudiaremos métodos de solucion y algunas
aplicaciones de ecuaciones diferenciales de primer orden. A partir de este momento establece-
mos la hipétesis de que una ecuacién diferencial se escribe como

dy
- = Fu ), ©)

donde F es una funcion de dos variables x y y. La funcién F se denomina funcién pendiente y
(3) se denomina forma normal de la ecuacion diferencial. En un punto (x, y) sobre la curva solu-
cién de la ecuacion diferencial, el valor F(x, y) proporciona la pendiente de una recta tangente.

I Una definicion  En la secci6n 5.1 ya se ha resuelto un tipo simple de ecuacién diferencial de
primer orden. Recuerde que la ecuacién diferencial de primer orden

dy

== g} @

puede resolverse al encontrar la antiderivada més general de g; es decir,

y= f 8(x) dx.
Por ejemplo, una solucién de la ecuacién diferencial de primer orden

dy
2 = + e 3
e 2xt e

estd dada por

y = J(Zx + e dx = x* - %e"‘" + C.
Ecuaciones de la forma en (4) son justo un caso especial de una ecuacién diferencial de pri-
mer orden dy/dx = F(x,y), donde la funcién F se puede factorizar en un producto de una fun-

cién x por una funcién de y.
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| pefinicion 8.1.1 Ecuacion diferencial separable

e dice que una ecuacién diferencial separable de primer orden es cualquier ecuacion
dyfdx = F(x, y) que puede escribirse en la forma

dy
> ok 8f (). (5)

Una ecuacion diferencial separable
La ecuacion diferencial de primer orden

dy  x
Ay y ©
¢s separable, puesto que ¢l miembro derecho de la igualdad puede reescribirse de nuevo como
¢l producto de una funcién de x por una funcion de y:
g fy)

dy_— %
e x-y. |

Observe que cuando f{y) = 1 en (5) se obtiene (4). De manera andloga a las ecuaciones dife-
renciales de la forma (4), una ecuacién diferencial separable también puede resolverse por inte-

gracion, )
Antes de resolver una ecuacion separable, la reescribimos en téminos de diferenciales; por

ejemplo, la ecuacion (6) puede escribirse en la forma diferencial
ydy = —xdx.
Asimismo, al dividir entre f(y), (5) puede volver a escribirse como
p(y) dy = glx) dx,

donde por razones de conveniencia en la notacién hemos escrito p(y) = 1/fiy). Luego, siy = ¢(x)
denota una solucién de (5), debemos tener

Pld(x) ¢'(x) = gl(x)

y entonces, por integracion,
IP(d’(X)) () dv = [x(") dr. M
Pero dy = ¢'(x) dx, de modo que (7) es lo mismo que
Jp(y) dy = [ g(x)dx  obien, HO) =G+ C

donde H(y) y G(x) son antiderivadas de p(y) = 1/f(y) y plx). respectivamente, y C es una cons-
tante. Puesto que C es arbitraria, H(y) = G(x) + C represeata und familia de soluciones de un
pardmetro. El pardmetro es la constante arbitraria C.

Nota: En la integracién de una ecuacién separable no ¢s pecesario usar dos constantes, porque
si se escribe H(y) + €, = G(x) + Cy, entonces la diferencia C; = €, puede sustituirse por una

sola constante C.
A continuacién resumimos el andlisis.

Directrices para resolver una ecuacion diferencial separable

i) Primero, determine si una ecuacion diferencial de print orden es en realidad sepa-
rable. Es decir, ;la ecuacion diferencial puede escribirse en la forma dada en (5)?
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ii) Si la ecuacién diferencial es separable, entonces vuelva a escribirla en forma dife-
rencial:

p(y) dy = g(x) dx.

iii) Integre ambos miembros de la forma diferencial. Integre el miembro izquierdo con
respecto a y y el miembro derecho con respecto a x.

Antes de ilustrar el método de solucion presentado, debe saber que muchas ecuaciones dife-

~ renciales de primer orden no son separables. Por ejemplo, ninguna de las ecuaciones diferenciales

FIGURA 8.1.1  Familia de circulos
en el ejemplo 2

d_ o, dy _
a'x'x +y y dx-sen(x+y)

es separable.

MResolucién de una ecuacion diferencial separable

dy
Resuelva E) = —i. .
Solucién La ecuacién diferencial dada se vuelve a escribir en la forma

ydy = —xdx

y al integrar ambos miembros se obtiene
2
x

- - L.
Jydy— dex o bien, 3 3 + C,.

Asf, una familia de soluciones de un pardmetro estd definida por x* + y* = C2 Aquf se ha esco-
gido sustituir la constante arbitraria 2C, por C % porque la ecuacién x* + y* = C? representa una
familia de circulos centrados en el origen con radio C > 0. Vea la FIGURA 8.1.1.

Las soluciones de la ecuaci6n diferencial son las funciones definidas implicitamente por la
ecuaciénx® + y> = €% C > 0. [ |

1 Problema con valor inicial A menudo tenemos interés por resolver una ecuacién diferencial
de primer orden dy/dx = F(x, y) sujeta a una condici6n lateral prescrita y(xo) = yp, donde xo y
¥o son ntimeros reales arbitrarios especificados de manera arbitraria. El problema
Resobver: 2 = F(x,y)
r: —=FYy
esolver:  —- y
Sujeto a:  y(xp) = Yo

se denomina problema con valor inicial (PVI). La condicién lateral y(xg) = yo se denomina
condicién inicial. En términos geométricos, se estd buscando por lo menos una solucién de la
ecuaci6n diferencial sobre un intervalo I que contiene a xq tal que la curva solucién pase por el
punto (xo, Yo). Desde un punto de vista practico, a menudo esto conlleva al problema de deter-
minar un valor especifico de la constante C en una familia de soluciones.

A3 JKeRKY Un problema con valor inicial

dy
Resuelva el problema con valor inicial a) = ~§, y(4) = -3.

Solucién Por el ejemplo 2, una familia de soluciones para la ecuacién diferencial dada es
x? + y? = C2 Cuando x = 4, entonces, y = -3, de modo que con 16+ 9 = C” se obtiene C = 5.
Por tanto, el PVI determina x* + y* = 25. Es a causa de su sencillez que podemos resolver la
dltima ecuacién para una funcién o solucién explicita que satisface la condicién inicial. Al des-
pejar y se obtiene y = +V25 — x2 Ya que la grafica debe ser la de una funcién y la grafica de
esta funcién debe contener al punto (4, —-3), debemos tomar la raiz cuadrada negativa. En otras
palabras, la solucién es y=~\/25 — x? definida sobre el intervalo (=5, 5). En la figura 8.1.1,
la curva solucién es el semicirculo inferior del circulo que se muestra en azul. |
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in [~ ’ =x4C
1 -y
‘l 3 — e.\'+C, = eC'e"
RS
Al resolver para y se obtiene
_ Cze"‘ bi o 1
YTTige O YT Ty ©)

donde hemos sustituido 1/C, por C. Luego, al sustituir x =0y y = 5 en la tltima ecuacién se
llega a C = 2. La soluci6n del problema con valor inicial es

__ L
e 1+ 27" (10)

En la FIGURA 8.1.2 se ilustran las graficas de varios miembros de la familia de soluciones dadas en
(9) para valores positivos y negativos de C. Las gréficas a color representan soluciones de esa
ecuacion diferencial que estan definidas sobre el intervalo (—00, 00). La gréfica de la solucién

FIGURA 8.1.2  Familia de curvas

solucién en el ejemplo 6 dada en (10) es la curva azul en la figura. ]
SO NI Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-25.
= Fundamentos 7, BB i g, x(m/d) = 1
En los problemas 1-20, resuelva por separacién de variables dr
la ecuacién diferencial dada. & -1
u 2= " =2
1§—~5 29— +1)? .Cb"—xz—l’))_
. gy " sendx .dt—(t ) ,
22 =y — Y o — = -
3@:£ L1 oo w5 =Y = B BEL R
Tdx g2 Tdx sy iy 5
dy (1+x) dy — 2. - +2=1, y0) =7
it Y LR N dt 2
5 dx (1 + y) 6: dx &
7 dy _ 1+ Sx 8 dy = 3 cos x En los problemas 27 y 28, resuelva el problema con valor ini-
dx  x’seny ax cial dado. Escriba la solucién como una funcién algebraica
dy dy explicita y = f(x) (vea las Notas desde el aula en la secci6n
9. x T 4y 10. 7 + 2y = 1.3). Quizd sea necesario usar una identidad trigonométrica.
] . dy V3
1 D o 2oy p e WVI=2E =V 50 =5
dx dx &
g dy
y+ 1\ dy dy [2y+3V 28 (l+r")—)—+x+4x‘2=0 (1) =
AR I A b A Al . ) y =0, y()=0
13. ( p > e ylnx 14, 2 \ar¥3 dx
dN R dQ B En los problemas 29-32, use el hecho de que y = k sobre
= it N = Nee 16. da KQ =179 (—00, 00) es una funcién constante si y sélo si dy/dx =0 para
dP dX determinar si la ecuacién diferencial dada tiene soluciones
17. S =5P =P J 18. = =(10=X)50 = X)  constantes. Resuelva la ecuacién diferencial dada. Suponga

que k es cualquier nimero real.

i);'_xy+3x—y—3 dy_xy-I-Zy—x~2

19 —=—F—F7—7"—- 20. —= ly d
R e I X TRt 30. 225 = 55+ 40

En los problemas 21-26, resuelva el problema con valor ini- dy s dy ,

cial dado. 31.E:y -y—20 32. x;L;=y +2y+4
dy 1

21. d—i == ¥(1)=3 En los problemas 33 y 34, proceda como en los problemas

(xy) 29-32 para determinar si la ecuacién diferencial dada tiene

dy  2x + sec’x a soluciones constantes. Resuelva la ecuacién diferencial y luego

2, =TT 5 (0) = -2 > ° ol
dx 2y encuentre una solucion cuya grafica pase por el punto indicado.
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36. Una solucién de una ecuacién diferencial que no es

] f

33. xfd% =y -y, miembro de la familia de soluciones de la ecuacién se
denomina solucién singular. Vuelva a analizar los pro-
a) (0,1) b) (0,0) c) (%, %) blemas 29, 31, 33 y 34 y encuentre cualquier solucidn
dy : singular, En el ejemplo 6, ;cudl seria la solucién del PVI

34. o =y =y . sila condicidn inicial cambia a y(0) = 1?
a) (0,0) b) (0,3) e) (3,1) 37. Enel ejemplo 3 se afirmé que la solucién y=—V/25 — x*
estd definida sobre el intervalo (=5, 5). ;Por qué seria
= Piense en ello incorrecto decir que la solucién estd definida sobre el in-

35. Sin resolver, explique por qué el problema con valor inicial tervalo cerrado [ 5, 5]?

& (x0)
D _ 5 vy =y
Jx Y, YXp Yo

no tiene solucién para yo < 0.

8.2 Ecuaciones lineales

I Introduccion Continuamos la bisqueda de soluciones e ecuaciones diferenciales de primer
orden al examinar ecuaciones lineales. Las ecuaciones diferenciales lineales constituyen una
familia especialmente “amigable” de ecuaciones diferencialys en ¢l sentido de que, dada
una ecuacién lineal, ya sea de primer orden o de orden SUpEror, Siempre hay una posibilidad
aceptable de encontrar alguna clase de solucién de la ecuacion que se busque. Las ecuaciones
diferenciales no lineales, especialmente las ecuaciones de orden mayor que o igual a dos, a
menudo son imposibles de resolver en términos de funciones elcmenlelles.

La técnica para resolver una ecuacion diferencial lineal de primer orden, como una ecuacion
separable, consiste en la integracion; pero se integra s6lo despucs quclla ecuacién original se ha
multiplicado por una funcién especial denominada factor de integracion.

I Unadefinicion Empezamos con la definicion de ecuacion lincal de primer orden. Cuando lea
la siguiente definicion tenga en cuenta las siguientes propiedades esenciales:

« En una ecuacién diferencial lineal la variable dependiente y su derivada son de primer
grado; es decir, la potencia de cada término que implica 3 la vzfmable dependiente es 1, y
cada coeficiente depende cuando mucho de una sola variable independiente.

Definicion 8.3.1 Ecuacién lineal

Una ecuacién diferencial lineal de primer orden es una eciacion dy/dx=F(x, y) que puede
plantearse en la forma

al(x)% + ag(x)y = g(). @)

Por supuesto, las funciones a;(x), ag(x) y g(x) en (1) pueden ser Cf)ns[antes,
Si una ecuacion diferencial de primer orden no es lineal, s¢ dice que es no lineal.

EEIEE] Lineal/no lineal

a) Por comparacién directa con (1), vemos que las siguientes ecuaciones diferenciales

dy dy Wit
iy ) = R 72
—+H=f F Af Y ¢

son ecuaciones diferenciales de primer orden.
b) Las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden son no lineales:
¢l coeficiente depende de y
!

) dy
i 2 y y Ex =12y +cosx. u

T

la potencia no es 1
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Es importante observar que no toda ecuacién diferencial de primer orden puede resolverge
por el método de separacién de variables. La ecuacién lineal

dy
—)+2y=x

no es separable. Por tanto, se requiere un nuevo procedimiento para resolver ecuaciones linealeg.

I Forma normal o estandar Al dividir (1) entre el coeficiente principal a,(x) se obtiene Iy
siguiente forma mads 1til de una ecuacién lineal:

Y | payy =
o PEY = f0) ®

La ecuaci6n (2) se denomina forma normal o estindar de una ecuacién diferencial lineal (1),
Buscamos soluciones de (2) sobre un intervalo / para el cual Py f sean continuas. La ecuacigp
(2) tiene la propiedad de que cuando se multiplica por la funcién e/"%, el miembro izquierdo
de (2) se convierte en la derivada del producto e/”™%y. Para ver esto, observemos que Ia regla
del producto y la regla de la cadena proporcionan

d S . d d 9
Por la regla de la cadena: | 4 Ex‘[efp(")(hy] = /P g + yaeIP(-\)d.\
d pwa _ frwad N d
L pirods — fPds £ piy . th
A’ ‘ dx (id BT zii + elPWdp (x)y. (3)

- (,fl’(mlxl)(\.)

JP(x)dx

Por tanto, si ambos miembros de (2) se multiplican por e , obtenemos

. { )
Esto es [efFdy
dx ’

efp(x),/x% i efP(.\')d.\‘P(x)y = efP(,\')lL"f(x).

Al comparar el miembro izquierdo de la ltima ecuacién con el resultado en (3), se concluye que
la dltima ecuaci6n es lo mismo que

i[ efP(,\‘)tlxy] = efP(.r) ""f(x). (4)
dx
La forma de la ecuacién (4) constituye la clave para resolver ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden. Podemos simplemente integrar ambos miembros de (4) con respecto a x. La fun-

cién e/P@ % que hace posible esto se denomina factor de integracién para la ecuacién diferen-
cial. A continuacién se presenta el procedimiento.

Directrices para resolver ecuaciones diferenciales lineales

i) Escriba la ecuacion dada en la forma normal (2); es decir, por divisién haga que
el coeficiente de dy/dx sea la unidad.
it) Identifique P(x) (el coeficiente de y) y encuentre el factor de integracién

e JP(x) d.\'.

iif) Multiplique la ecuaci6n obtenida en el paso i) por el factor de integracién.
iv) El miembro izquierdo de la ecuacién en el paso iii) es la derivada del factor de
integracién y la variable dependiente:

i JP(ydx,)| — ,fP()dx
L psrinsn] = ofrivagey)

v) Integre ambos miembros de la ecuacién encontrada en el paso iv).

En la seccion 8.1 resolvimos la ecuacién dy/dx — ky = 0 por separaci6n de variables, pero
puesto que la ecuacién diferencial es lineal, también es posible resolverla con el procedimiento
anterior.
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Uso de un factor de integracion

La ecuacion diferencial lineal

dy
& =0

k una constante, ya estd en forma normal (2). Al identificar P(x) ==, el factor de integraci6n es
P4 = "My, después de multiplicar la ecuacién por este factor, vemos que  Es necesario usar una constante

; d; integracion para calcular
y . . £ s pus
ke My=0-" es lo mismo que E[e ky] = 0. 4

—kx
e
dx

Al integrar ambos miembros de la dltima ecuacién con respecto a x, con
d —kx
—[e*yldx = |0dx
J ale vl

obtenemos ¢ ¥y = C. A partir de esta tiltima expresion obtenemos la misma familia de solucio-
nesy = Ce™ que en el ejemplo 4 de la seccién 8.1. |

Recuerde que en el andlisis de (2) se afirmé que s¢ buscaba una solucién de una ecuacion
lineal sobre un intervalo / para el cual Py f fueran continuas. A medida que usted trabaje el
siguiente ejemplo, observe que Py f son continuas sobre el intervalo (0, 00).

=gl Bkl Resolucion de una ecuacion diferencial lineal sobre un intervalo

)

Resuelva x d—) — 4y = x%*
" dx ) '

Solucién Al dividir entre x obtenemos la forma normal
dy 4 5,8
e ©)

A partir de esta forma es posible identificar P(x) = ~4/xyf(x) = X" y observar que Py f son
continuas para x > 0, es decir, sobre (0, 00). Por tanto, el factor de integracion es

puede usarse In x en lugar de Injx| porgue v>0

4 - e " “al — . . .
e-4ff/-\/~\ = o 4y = M =x 4 d La identidad ™V = N es iitil
o s para calcular el factor de
Luego, (5) se multiplica por x integracion.

dy d . _ !
T Ei —4x %y =xe'  yobtenemos - Y] = xe.

Al usar integraci6n por partes en el miembro derecho de
4[ d—(i[x 4)}] dx = Jxe‘dx
obtenemos la solucién definida sobre (0, 00):

- ) . 2 _ Sx_ oy v
xhy=xe—e+C obien, y=xe —xe'+ Cx, n

Mesolucién de una ecuacion diferencial lineal sobre un intervalo

d )
Resuelva (x* — 9) E‘ +xy=0.

Solucién La ecuacion se escribe en forma normal

dv
= i oy ©)
X

29
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y se identifica P(x) = x/(x*> — 9). Aunque P es continua sobre (—00, —3), (=3, 3)y sobre
(3, 00), esta ecuacién se resolverd sobre los intervalos primero y tercero. Sobre estos intervalog
~ . . L]
el factor de integracién es
QIA=9) — A2drf?~9) = Hn-9) — eln\’;:) = K2 =g

Luego de multiplicar la forma normal (6) por este factor, obtenemos

%[ Vx?—9y| =0  yalintegrarse obtiene Va2 -9y =C.

C

Para (—00, —3) o para (3, 0), la solucién de la ecuaci6n es y = - .
x’=9

[N KoM Problema con valor inicial

d
Resuelva el problema con valor inicial % +y=xy(0) =4
Solucién La ecuacién ya estd en forma normal, y P(x) = 1y f(x) = 1 son continuas sobre
c50 (—00, 00). El factor de integracién es eI = ¢* de modo que al integrar
Lrox iz
Jpley] = xe
1 obtenemos e'y = xe* — ¢* + C. Al resolver esta dltima ecuacién para y obtenemos la familia de
soluciones
L =y = ~x
i 1 x—1+4+ Ce™. (7)

FIGURA 821 Familia de curvas €10 Por la condicion inicial se sabe que y = 4 cuando x = 0. La sustitucién de estos valores en
solucién en el ejemplo 5. La solu-  (7) implica C= 5. Por tanto, la soluci6n del problema sobre (—00, 00) es y=x— 1+ 5¢ *y es
cion del PVI se muestra en azul.  la curva azul que se muestra en la FIGURA 8.2.1, n

Resulta interesante observar que cuando x se vuelve sin limite en la direccién positiva, la
gréfica de todos los miembros de la familia de soluciones (7) para C >0 o C < 0 estén proxi-
mos a la gréfica de y=x — 1, que se muestra en negro en la figura 8.2.1. En efecto, y =x— 1 es
la solucién de la ecuacién diferencial en el ejemplo 5 que corresponde a C =0 en (7). Este com-
portamiento asintético puede atribuirse al hecho de que el término Ce™* en (7) se vuelve despre-
ciable para valores crecientes de x; es decir, e — 0 cuando x — 00, Se dice que Ce ™™ es un tér-
mino transitorio. Aunque este comportamiento no es caracteristico de todas las familias de
soluciones de ecuaciones lineales (vea el ejemplo 3), el concepto de transitoriedad a menudo es
importante en problemas de aplicaci6n.

Zx—y = F(x,y) NOTAS DESDE ELAULA

Si resolvemos (5) sobre un intervalo en el que Py fson continuas, es posible demostrar que
una familia de soluciones de un parédmetro de la ecuacion produce todas las soluciones de la
ecuaci6n diferencial definidas sobre el intervalo. En el ejemplo 3, las funciones P(x) = —4/x
y f(x) = x’¢* son continuas sobre el intervalo (0, 00). En este caso, foda solucién de
dy/dx — (4/x)y = x’¢" sobre (0, 00) puede obtenerse a partir de y = x’¢* — x%¢* + Cx* para
elecciones adecuadas de la constante C. Por ello, la familia de soluciones y = x°¢* — x*¢* +
Cx* se denomina solucién general de la ecuacion diferencial.

SEIMVLER: YR s respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-25.

=Fundamentos dy dy
L % 32210y =1 4 22 4 oy=4
En los problemas 1-22, resuelva la ecuacion diferencial dada. dx dx
dy d)‘ d_} oy Q = !
l.a=4y Z.E-*-Zy:() S dt+) e 6. dt yte
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7.y + 3y =2 8.y +2y=x
dy a B iy
o A g A SNy 0N
9_)(1x+x) 1 10 (1+X)dx Xy
@Y e NS
11.(l+e)d—x+eny 12. (1 ‘x)dx—ii,\)
dy dy
13. x-d}—)—x sen x 14. dx-l—y—cos(e)

dy

b _
15. cos X i + (senx)y = 1

Q + T ——
16. senx T (cos x)y = sec”x

dr

- + (sec O)r = cos B

[ 5
17. 2y (cotx)y =2cosx 18
dx

2 by _
19. (x +2) 3;~5—8y—4xy

dP

Zd}‘ o
20. E'+2IP=P+4t—2 21 > — 4+ x(x +2)y=¢

dx
2 ‘dy + + y=¢e" 2
22, x o (x )y = sen 2x

En los problemas 23-32, resuelva el problema con valor ini-
cial dado.

23. Z/Ti =x+y y0) =-424 %=2x—3y, y(0)=3
25. \@- +y=¢, y)=2
dx
26. xﬂ+y=4x+ 1, y(1)=38
dx ’
7 x 2o y=22 y6)=1
dx -

dy
28. x(x + l)g'x +xy=1, y(1)=10

29. (t + 1)%+x=1nt, x(1) =10

30. y' + (tan )y = cos’t, y(0)= -1

di

31. L}li + Ri = E,i(0) = iy, L, R y E son constantes
dT
32. T k(T = T,), T(0) = Ty, k, T,, y Ty son constantcs

= Problemas con calculadora/SAC

En los problemas 33 y 34, antes de intentar resolver ¢l proble-
ma con valor inicial dado, revise los problemas 71y 72 enlos
ejercicios 5.5. _
33. a) Exprese la solucién del problema con valor inicial
dado y' — 2xy = 2,y(0) = 1, en términos de la fun-
cion error
2 * 4
erf(x) = *'-—J e " dt.
® =V
b) Use tablas o un SAC para calcular y(2). Use un SAC
para graficar la solucion sobre el intervalo (—00, %)-

Asignatura: Analisis Matematico |l
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34, La funcién integral seno estd definida por

“sen ¢

Si(x) = [ —r—df.

b
@) Demuestre que la solucién del problema con valor ini-
cial X°y' + 2x*y = 10 sen x, y(1) = 0 es

y = 10x72[Si(r) — Si(D)].

b) Use tablas o un SAC para calcular y(2). Use un SAC
para graficar la solucion sobre el intervalo (0, 00).

= Piense en ello
35. Encuentre una solucién continua del problema con valor
inicial

dy .. _JL, 0=x=1 _
o Ty =0, f= {0’ el @ J@=L
Grafique £y la solucién del PVL. [Sugerencia: Resuelva
el problema en dos partes y use continuidad para hacer
corresponder las partes de su solucion. ]

36. Explique por qué no necesitamos usar una constante de
integracion al calcular un factor de integracién /"™
para una ecuacion diferencial lineal.

37. En el ejemplo 4 resolvimos la ecuaci6n diferencial dada
sobre los intervalos (—00, —3) y (3, ©0). Encuentre una
solucién de la ecuacién diferencial sobre el intervalo (=3, 3).

38. Suponga que P(f) representa la poblacion de una especie
animal en un entorno en el instante 7. Si el simbolo o sig-
nifica “proporcional a”, en lenguaje coloquial proporcio-
ne una explicacion fisica de la declaracién matematica

dP
& x P.

39, El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales se en-
cuentra en el estudio de un tipo especial de una serie de
elementos radiactivos:

x _ _,

dt = )\ll

dy

E =—Ax — Ay,

donde A, y A, son constantes. Resuelva el sistema sujeto
ax(0) = xp, y(0) = yo.
40. La ecuacién diferencial lineal de primer orden
" + ly = xy2
dx  x
forma parte de una clase de ecuaciones diferenciales no
lineales denominada ecuaciones de Bernoulli.

a) Use la sustitucién y = u~" para demostrar que la ecua-
cién de Bernoulli dada se vuelve

du 1

SRS

=%
dx x

b) Encuentre una solucién de la ecuacién de Bernoulli
dada al resolver la ecuacién diferencial en el inciso a).
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