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PRESENTACION

El material estd disefiado para orientar al estudiante en el desarrollo
de aplicaciones practicas relacionadas al avance tedrico de la asignatura de
Mecanica Vectorial para Ingenieros.

La competencia a desarrollar es: Aplica los principios y leyes de la
Estatica y la Dindmica en la resolucion de problemas en el analisis de
particulas y cuerpos rigidos en equilibrio, para la determinacién de fuerzas
en estructuras, en el analisis de las fuerzas en vigas y cables, y en la
comprension del comportamiento dindmico de particulas y de cuerpos rigidos
para la resolucion de problemas aplicados a maquinas.

En general, contiene un compendio de contenidos tematicos concisos
con sus respectivas guias de practica para ser desarrolladas en forma
secuencial pues esta estructurada por unidades y temas de acuerdo al silabo
de la asignatura. Las cuatro unidades que estructuran este material
desarrollan plenamente la competencia citada.

La elaboracién de la presente guia es fruto de la investigacion y
reformulacion de temas que han sido enriquecidos a partir de la revisién y
contrastacién de diversas fuentes del conocimiento, entre ellos los textos
universitarios de mayor connotaciéon mundial. Asi mismo la valiosa experiencia
docente ha permitido percibir la importancia del aprendizaje de esta
asignatura pues trasciende en el estudiante tanto en su formacién académica
como en el estudio de diversas asignaturas posteriores en sus planes
académicos de las cuales la Mecanica Vectorial representa una base sdlida e
imprescindible.

Es recomendable que el estudiante inicie el desarrollo de este material
conceptualizando los principios y leyes tedricas, esto como consecuencia de
un habito de estudio permanente, para luego aplicar estos fundamentos en
la resolucion de problemas propuestos en las guias de practica. La naturaleza
de la Mecanica Vectorial y de la Ingenieria implican rigurosidad y precisién en
los calculos numéricos, asi como reflexion en la interpretacion de resultados,
pues estos conocimientos consolidaran a la postre un desempefio laboral
eficiente.
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PRIMERA UNIDAD
TEMA N° 1: INTRODUCCION

1.1 CONCEPTOS Y PRINCIPIOS.

MECANICA:

La mecanica se puede definir como la ciencia que describe y predice las condiciones de
reposo 0 movimiento de los cuerpos bajo la accion de fuerzas. Se divide en tres partes: la
mecanica de cuerpos rigidos, la mecanica de cuerpos deformables y la mecéanica de fluidos:

éiQué es la Mecanica?

¥
CIENCIA
DESCRIBE <~ > PREDICE

CONDICIONES
DE REPOSO/R
Ica \

MECANICA DE MECANICA MECANICA DE
CUERPOS i FLUIDOS
RIGIDOS DEFORMABLES Y

— v FLUIDOS FLUIDOS

ESTATICA DINAMICA DERORNEIONES INCOMlPRESIBLEs
¥ ¥ s

PEQUENAS
CUERPOS CUERPQS EN NO AFECTAN HIDRAULICA
EN REPOSO MOVIMIENTO CONDICIONES

COMPRESIBLES

k’-—\
EQUILIBRIO MOVIMIENTO
—_—

—
RESISTENCIA A
FALLAS

Mecanica
CIENCIA

EXPLICA /\ PREDICE

FENOMENOS
FisIcos

l

SIENTA LAS BASES
PARA APLICACIONES
DE INGENIERIA

En este material estudiaremos la mecanica de la cuerpos rigidos, la misma que es un
requisito basico para el estudio de las otras ramas de la ingenieria. La mecanica de
cuerpos rigidos es esencial para el disefio y el analisis de muchos tipos de elementos
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estructurales, componentes mecanicos, mecanismos diversos, o dispositivos electronicos
que pueden encontrarse en la practica de la ingenieria.

La mecanica de cuerpos rigidos se divide en dos areas: Estatica y dinamica. Estatica:
Estudia el equilibrio de los cuerpos, cuerpos en reposo o a velocidad constante.

Dinamica: Estudia el movimiento generado por la interaccion de cuerpos, denominados
fuerzas externas, representadas en las leyes de Newton.

Unidades Mecanicas del Sistema Internacional, cantidades basicas:

Longitud: Usada para describir la posicién de un punto en el espacio y describir el tamano
de un sistema fisico. Define distancias y propiedades geométricas.

Tiempo: El tiempo se concibe como una secuencia de eventos.

Masa: Es una medicién de una cantidad de materia usada para comparar la accion de un
cuerpo con la de otro.

Fuerza: Es la accion ejercida de un cuerpo sobre otro. La interaccion puede darse por
contacto fisico o entre cuerpos separados como las fuerzas gravitacionales, eléctricas y
magnéticas. Una fuerza se caracteriza por completo con su magnitud, direccién, sentido y
punto de aplicacién.

CONCEPTOS

ESPIO MASA FUERZA

NOCION DE CARACTERIZA COMPARA INTERACCION
POSICION DE UN | | DE UN CUERPO
PUNTO X
L CUERPOS m
DEFINE TRES CONTACTO CONTACTO
LONGITUDES REIAL DISTA‘;NCIA
COORDENADA PUNTO DE MAGNITUD  DIRECCION
DE UN PUNTO APLICACION
|
VECTOR

Concepciones importantes:

Particula: Es el modelo matematico de un cuerpo y se representa como un punto, se
considera la masa del cuerpo, pero no sus dimensiones.

Cuerpo Rigido: Es una combinacién de un gran numero de particulas que ocupan
posiciones fijas entre si, tal que las propiedades del material no tendran que tomarse en
cuenta al estudiar los efectos de las fuerzas que actuan sobre dicho cuerpo.

Fuerza concentrada: Una fuerza concentrada representa el efecto de una carga que se
supone actua en cierto punto de un cuerpo. Una carga puede representarse mediante una
fuerza concentrada, siempre que el area sobre la que se aplique la carga sea muy pequefa
en comparacion con el tamano total del cuerpo. Un ejemplo seria la fuerza de contacto entre
una rueday el suelo.
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Fuerza neta: La suma vecorial de las fuerzas externas que interactian sobre un cuerpo se
denomina, fuerza neta, la cual es importante para la aplicacion de principios del algebra
vectorial.

Principios fundamentales:
Basados en la evidencia experimental permiten cimentar el estudio de la mecanica, estos

son seis:

Principio de Transmisibilidad: En toda la linea de accion de una fuerza su efecto externo
ejercido, sobre un cuerpo rigido, es invariable.

Primera Ley de Newton: Una particula originalmente en reposo, o que se mueve en linea
recta con velocidad constante, tiende a permanecer en este estado siempre que la particula
no se someta a una fuerza no balanceada.

Segunda Ley de Newton. Una particula sobre la que actia una fuerza no balanceada F
experimenta una aceleracién a que tiene la misma direccién que la fuerza y una magnitud
directamente proporcional a la fuerza.

Tercera Ley de Newton: Si dos cuerpos interactian entre si, la fuerza que ejerce el cuerpo
A sobre el cuerpo B es igual y opuesta a la fuerza que ejerce el cuerpo B sobre el cuerpo A
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Ley del paralelogramo para la adicion de fuerzas: Establece que dos fuerzas que actdan
sobre una particula pueden sustituirse por una fuerza llamada resultante.

Ley de gravitacion de Newton: Propone que dos particulas cualesquiera o cuerpos tienen
una fuerza de atraccion (gravitacional) que actia entre ellos. Sin embargo, en el caso de
una particula localizada en la superficie de la Tierra, o cerca de ella, la Unica fuerza
gravitacional que tiene alguna magnitud significativa es la que existe entre la Tierra y la
particula. En consecuencia, esta fuerza, conocida como peso, sera la Unica fuerza
gravitacional que se considere en nuestro estudio de la mecanica.

UNIDADES DE MEDICION Conversion de unidades:

En la siguiente tabla se muestran las unidades del Sl y del sistema inglés de las
cantidades basicas:

Nombre Longitud Tiempo Masa Fuerza
Sistema metro segundo kilogramo newton®
Internacional de N
Unidades m 5 kg kg -m
SI = )
P
Uso comin en pie sepundo | slug* libra
Estados Unidos T
FPS pic s (kplc) b

En la siguiente tabla vemos algunos factores de conversién:

Unidad de Unidad de
Cantidad medida (FPS) Es igual a medida (SI)
Fuerza b 4.448 N
Masa slug 14.59 kg
Longitud pie 0.304 8 m

Sistema Internacional de Unidades

El sistema Sl de unidades se usa de manera extensa en mediciones en ingenieria puesto
que esta destinado a convertirse en el estandar mundial para realizar mediciones. Conocer
las reglas del Sl asi como parte de su terminologia resulta relevante para la ingenieria.

Uso de prefijos: Si una cantidad numérica es muy grande o muy pequenfa, las unidades
usadas para definir su tamarno pueden modificarse mediante el uso de un prefijo, en la tabla
siguiente se muestran algunos prefijos:

Forma exponencial Prefijo Simbolo SI

Muailtiplo

1 000 000 000 10° giga G

1 000 000 10° mega M

1 000 10° kilo k
Submiiltiplo

0.001 107 mili m
0.000 001 106 micro w
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Reglas basicas:
Las cantidades definidas por varias unidades que son multiplos de otras se separan
mediante un punto para evitar la confusidn con la notacién de prefijos, como se observa en

m m
W = mg = (kg)(—) =kg.— . Asimismo, m.s significa metro- segundo (metro por
S S

N
segundo) en tanto que ms representa (mili-segundo).

Con excepcién de la unidad base kilogramo, por lo general evite el uso de prefijosen el
denominador de las unidades compuestas. Por ejemplo, no escriba N/mm, sino kN/m;
asimismo, m/mg debe escribirse como Mm/kg.

CONCEPTOS Y PRINCIPIOS DEL ALGEBRA VECTORIAL
Las cantidades fisicas en ingenieria se definen mediante escalares y vectores.

Cantidad escalar.

Un escalar es cualquier cantidad fisica que se puede especificar por completo mediante su
magnitud o moddulo. La longitud, la masa, la energia y el volumen son ejemplos de
cantidades escalares.

Cantidad vectorial:

Un vector es cualquier cantidad fisica que requiere tanto de magnitud como de direccion y
sentido para su descripcion completa. La fuerza, el desplazamiento, la velocidad y el
impulso son ejemplos de cantidades vectoriales.

1.3.1 MAGNITUDES VECTORIALES

Para el estudio de los fenédmenos de la naturaleza la Fisica distingue dos tipos
cantidades: escalares y vectoriales. La Fisica trabaja con ambas.

Una cantidad vectorial es aquella que cumple tres condiciones o propiedades:

- Magnitud
- Direcciony
- Sentido

Por ejemplo, un automévil puede estar desplazandose a lo largo de la Panamericana
Norte, desde Lima a Truijillo, a 90 km/h. En este caso se esta haciendo referencia a la
Velocidad de dicho automdévil, y por supuesto que se cumplen las tres condiciones
antes mencionadas:

- Magnitud : 90 km/h (= 25 m/s)
- direccion : alo largo de la Panamericana Norte
- Sentido  : de Lima a Trujillo (Sur a Norte)

Son ejemplos de cantidades vectoriales:
- Lafuerza
- El desplazamiento

- El momento de una fuerza
- La aceleracion
- El campo eléctrico

10
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- El campo magnético, entre otros.

Los vectores analiticamente se representan:
Vector A AA

El mdédulo del vector A : W,A

Graficamente, un vector se representa mediante un segmento orientado, donde la
magnitud del segmento es el mddulo del vector, le recta “L ” otorga la direccién y se
le llama directriz, el sentido del vector lo indicamos mediante la flecha. (Fig 1.1).

L

Fig. (1.1).- La “flecha OP” es la representacion geométrica de un vector
En lafig.(1.1), el punto “O” es el origen del vector y el punto “P” es su extremo o

“cabeza”. La orientacion lo da el sentido de la flecha y, en cierto modo; su
“longitud” es un indicador de su modulo o magnitud.

En cambio, entre, las cantidades que sélo poseen magnitud se pueden citar:

- Elcalor
- Eltrabajo
- La densidad de masa, entre otros.

Existen varios tipos de vectores, tales como — por ejemplo - los vectores
libres, vectores consecutivos y los vectores concurrentes, por citar algunos.

Vectores libres: son aquellos que tienen libertad en su punto de aplicacién, por
ejemplo, el momento de un par se aplica a cualquier punto de un cuerpo
rigido (fig. 1.2)

(@) (b) (©)
Fig.(1.2).- Un vector libre tal como un momento de par se puede aplicar en cualquier
punto de un cuerpo rigido. El momento C aplicado en los puntos A, B y F de un cuerpo
rigido.

Vectores consecutivos.- son aquellos que estan uno a continuacién de otro,
tal como se ilustra en la fig. (1.3)

11
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[m

Z
A
F
«—

> Y

<

X

>

Fig.(1.3).- Los vectores A, B, C, D, E y F son consecutivos. El extremo de uno es
el origen del siguiente.

Vectores concurrentes.- Tienen un punto comun de aplicacion (fig. 1.4)

1Y
F

Fs I 2

/Fz

iy T

X

Fig.(1.4).- Conjunto de fuerzas concurrentes en la esquina E de un cuerpo rigido
rectangular.

1.3.2 SISTEMA RECTANGULAR DE COORDENADAS Y VECTOR DE POSICION
Todo punto del espacio tiene una coordenada (x,y,z) en un marco de referencia
rectangular y su ubicacién esta definida por su vector de posicion r, tal como se
ilustra en la fig,(1.5).

El moédulo de un vector de posicion esta representado — en coordenadas
rectangulares tridimensionales — por la diagonal de una caja rectangular imaginaria.

X
Fig.(1.5).- El vector de posicion () tiene por origen el origen de coordenadas.

12
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1.3.3 VECTORES UNITARIOS

Por definicion todo vector unitario es la relacién entre un vector y su médulo. Si A representa
un vector cualquiera, (fig.1.6) entonces un vector unitario en la direccién y sentido de A esta
dado por:

A

— >

Ua

Fig.(1.6).- Vector unitario (U , ) del vector A

Entonces, el vector A de la fig.(1.6) se puede expresar como:

A=A-u,
1.3.1)
Vectores unitarios rectangulares: /, J, k

En el sistema rectangular de coordenadas, los vectores unitarios /, f, K estan
en las direcciones de los ejes X, Y y Z, respectivamente (fig. 1.7)

z

X
Fig.(1.7).- Vectores unitarios [ ) j ) /_( en el sistema de referencia dextrégiro

1.3.4 EXPRESION DE UN VECTOR EN FUNCION DE SUS COMPONENTES
RECTANGULARES
Las componentes rectangulares de un vector de posicion estan dadas tacitamente
por las coordenadas de su extremo, tal como se ilustra en la fig.(1.8), para
una caja rectangular de dimensiones “a”, “L” y “h” para el ancho, largo y altura,
respectivamente.
Z

—
Y

X

Fig.(1.8).- Vector de posicion en funcion de sus componentes rectangulares
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Entonces, se puede expresar el vector de posicion como:

r=ai+Lj+hk=(aLk)

VECTORIAL PARA INGENIEROS

(1.4.1)
En general, cualquier vector se puede expresar en términos de sus
componentes rectangulares:

A=Ai+Aj+Ak=(A.A.A)

(1.4.2)
1.3.5 ANGULOS Y COSENOS DIRECTORES

Los angulos directores son los angulos que forman la linea de accién de un

vector (tal como un vector de posicion) con las direcciones positivas de los semi
ejes X, Yy Z. (Fig. 1.9).

>N

~ »Y

X
Fig.(1.9).- Angulos directores de un vector de posicién.
Asi

a: es el angulo que forma un vector con el eje X B: es el angulo que forma un
vector con el eje Y A : es el angulo que forma un vector con el eje Z

r=ri+r j+rk

y V4
r
cosa =%
p
r
cosf=-"~
COSA =-%
r

Propiedad de los cosenos directores:

cos’ a +cos’ f+cos’ A =1

1.5.1)
1.3.6 MODULO DE UN VECTOR

Es la magnitud de la cantidad vectorial al cual el vector representa.

14
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El modulo es igual a la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de sus
componentes rectangulares. Por ejemplo, el médulo del vector de posicion de la

fig,(1.8) es:
r=+va’+L +h’

en este caso, representa la diagonal de la caja rectangular

Y en general, el médulo para un vector cualesquiera, es:

A=A+ A+ A

(1.6.1)

1.3.7 VECTOR DESPLAZAMIENTO ENTRE DOS PUNTOS CONOCIDOS
Sean los puntos conocidos, los puntos; P1(a1,b1,c1) y P2(a2,b2,c2) los cuales se

ilustran en la fig.(1.10).
El vector desplazamiento viene dado por:

R =(az-an). [ +(2-b1). j +(cz—c1). K =Da [ +Ab. J+Ac K

1.7.1)
Y su modulo, de acuerdo a (1.6.1):
R=y(a,-a,) +(b,-b) +(c,-c,)’
(1.7.2)
v4
P2(az,bz,c2)
R
P+ (a1,b1,C1)< y

X
Fig.(1.10).- Vector desplazamiento entre los puntos P1 y P2

1.3.8 SUMA Y RESTA DE VECTORES

Los vectores se pueden sumar gréficamente o analiticamente. Graficamente,
aplicando la conocida ley del paralelogramo o el método del tridngulo. Reviste
mayor interés e importancia la forma analitica porque permite cuantificar el valor de
una suma o una resta.

Sean los vectores:

=Cx.l+Cy.j+CZ.l_(



_‘v.’VECTORIAL PARA INGENIEROS

I UNIVERSIDAD
— CONTINENTAL

Entonces, la suma de estos tres vectores es la llamada resultante, la cual viene a
ser igual a:

R=A+B+C =(Ax+Bx+Cy. | +(Ay+By+Cy). J+(A,+B,+C)). K

OPUESTO (o NEGATIVO) DE UN VECTOR

Como su nombre lo indica es el mismo vector, con su mismo madulo y direccién,
pero sentido contrario al vector dado. Por ejemplo, sea un vector A arbitrario dado
por (1.3), donde:

A=Aci+Ay. | +ALK =[AvAyA]

entonces, el negativo (u opuesto) de A sera
A=Al AL ALK = [AGALA]

RESTA DE DOS VECTORES

La resta de dos vectores se puede considerar como la suma del primero mas el
negativo del segundo, es decir:

A-B=A+(-B)

1.3.9 PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES
Dados dos vectores Ay B, tal como se muestra en la fig,(1.11), cuyos médulos son
Ay B, respectivamente, y forman un angulo “8” entre ellos.

4

A/v

X B

Fig.(1.11).- Dos vectores concurrentes A y Q , que forman un angulo “6”

Se define el producto escalar de Ay B como:

AeB=A-Bcoséd
(1.9.1)
El resultado del producto escalar es un escalar.

16



A VECTORIAL PARA INGENIEROS

E UNIVERSIDAD
= CONTINENTAL

DESARROLLO DEL PRODUCTO ESCALAR

Dados dos vectores Ay B rectangularmente:

A=Ax.l+Ay.j+Az.l_(

E=Bx.l+By.j +Bz.l_(

El desarrollo del primer miembro de (1.8) es igual a:

AeB=AB +AB,+AB,
(1.9.2)

Para esto se ha tomado en cuenta que:

J
[oj=isk= jei=jo
1.3.10 PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES
Dados dos vectores concurrentes A y B, que forman un angulo 8, contenidos en
un plano Q, tal como se ilustra en la fig,(1.12), el producto vectorial de estos dos
vectores es un tercer vector C el cual es perpendicular al plano Q y por ende
perpendicular a los vectores Ay B.

Entonces
C=AxB

(1.10.1)
Para determinar el sentido del producto vectorial se puede aplicar la regla del

tornillo de rosca derecha o la regla de “la mano derecha”. El médulo del producto
vectorial se define como:

|/AxB|=A-B-senf

(1.10.2)
y representa el “area” de la region formado por el paralelogramo, formado por
los vectores A y B, segun se ilustra en la fig.(1.13).

Fig.(1.12).- El vector € es el producto vectorial de los vectores A y B y es
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perpendicular (normal) a estos.

|AxB|= Area de la regién del paralelogramo

A x B] = B.A. Sent

Lo Fig.(1.13).- (1) El
médulo de “C” representa el “area” de la region del paralelogramo; (2) la “altura” del
paralelogramo es A.senf y su base es el médulo de B

Propiedad: El producto vectorial no es permutable, es decir:

AxB;&BxA—)AxB:—(BxA)
(1.10.3)

DESARROLLO DEL PRODUCTO VECTORIAL

Dados dos vectores, Ay B rectangularmente:
A = Ax_i + ij_+ Azk
E = Bx_i + Byj_+ sz

El desarrollo del producto vectorial de (1.12) es:

Fy

y z

AxB=|A,
BX

m > | S—

y z
Ax B = (AyB,_A,B,)i — (AB,_A,B,)j + (AxBy_AyB,)k

(1.10.4)

Para esto se ha tomado en cuenta (1.13) y considerando que:

ixi=jxi=kxk=0

y para el producto de vectores unitarios perpendiculares, se debe tomar la
regla de la mano derecha (fig.1.14). Por ejemplo: ixj=k

18
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k=ixj

45

(\L
SV T

Fig.(1.14).- Producto vectorial de los vectores unitarios por medio de la regla de la
‘mano derecha”

COMPONENTES Y PROYECCIONES ORTOGONALES DE VECTORES
COMPONENTE DE UN VECTOR EN LA DIRECCION DE OTRO
VECTOR

La componente de un vector es la proyeccion escalar de su médulo, en la
direccion de otro vector, tal como se ilustra en la fig.1.15

»
>

L
A.cosb = Cap ~>‘
Bl = B

Fig.(1.15).- Componente de un vector A en la direccion de otro vector B.
La componente de A sobre B, es un escalar, y se expresa como:
Camr = A.cosB
(1.11.1)

Pero, esta expresién (1.16a) se encuentra dentro de la definicion del producto
escalar dada por (1.8), de donde otra forma de definir la componente de A sobre
B es afirmando que es igual al producto escalar entre A y B dividido entre el
modulo del vector sobre el cual se proyecta.
AeB
C, =——
% B

(1.11.2)
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PROYECCION DE UN VECTOR EN LA DIRECCION DE OTRO VECTOR

En cambio, la proyeccién de un vector A en la direccién de otro vector B es
vector cuyo médulo es la componente de A sobre B. En otras palabras, es la
proyeccién ortogonal de A sobre B, tal como se ilustra en la fig.1.16

B

Fig.(1.16).- Proyeccion de un vector A en la direccion de B

Como todo vector es igual a su médulo multiplicado por un vector unitario en la
direccion y sentido de dicho vector, y como el médulo de la proyeccion es la
componente dada por (1.16.b), entonces se tiene:

PaB = Car.UB

Pero us = B/B

de donde, la proyeccion (vectorial) de un vector A en la direccién de B es igual
al cociente entre el producto escalar de estos vectores y el cuadrado del médulo
de B, todo esto, multiplicado por el vector sobre el cual se proyecta (B):

AeB
P,yz(— —)-B
B B )
(1.11.3)

CONDICIONES DE NORMALIDAD Y PARALELISMO ENTRE VECTORES
CONDICION DE NORMALIDAD (PERPENDICULARIDAD)

De la definiciébn del producto escalar (1.9.1), dos vectores A y B son
perpendiculares si el angulo que forman entre si es igual a 90° y por ende el
coseno es cero. Por lo tanto:

s ALB—>AeB=0

(1.12.1)
CONDICION DE PARALELISMO
Dos vectores son paralelos si ambos tienen la misma direccién y sentido, aunque no
necesariamente sus modulos.
AlB—>A=4B
(1.12.2)

Donde el factor A es un parametro constante cuyas unidades depende de la
naturaleza de los vectores Ay B.
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1.3.13 EL TRIPLE PRODUCTO ESCALAR
Dada la figura 3D (paralelepipedo) cuyas aristas son los vectores A, B y
C, se demuestra que el volumen de ese cuerpo es:

Volumen = (AxB)*C

1z
I
1>
>
I=

B VOL = A xB).

(@}

>

Fig.(1.19).- El volumen de un paralelepipedo se puede determinar si se
dan vectorialmente sus aristas. Los vectores A y B son aristas de su base (de
acuerdo a la posicién mostrada) y el vector C es la tercera arista oblicua.
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 1
TEMA N° 1: Algebra Vectorial

APellidOS & i
Seccion NOMDBIES & vttt et ettt st s s e enas
Docente Fecha t..../2016 Duracidn:
Unidad: Semana: Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal ( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada y con procedimientos
completos, diagramas y célculos pertinentes.

1)

3)

Le dan los vectores A=2i—3j y B=-3/+ 3. Un tercer vector C esta en el

plano XY y es perpendicular a A; el producto escalar con Q con B es 18. Con
esta informacion obtenga las componentes del vector C

Respuesta: C =—-18/-12j

Determinar el médulo del vector B mas pequefio, de modo que la resultante de

P + Q. sealo menor posible. Se conoce que: Q =800
P

120°

A -
>

Q

Respuesta: P = 400

Hallar el angulo que forman el vector A (mas pequeno posible), con 5 tal que:

M = A + 5 se sitle sobre la recta L1
L+

-v

-
-

)
[}
)
1
Ly
[}

Respuesta: 110°

Se ha girado los ejes de coordenadas cartesianas, formando un nuevo eje tri-rectangular,

representado por los vectores: X'=2i+ yj— K.y =Xi—5]+ 2K,

;' = [ — 2] + Z/_( , halle x, y, z para se cumpla la condicion.
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68 130 49
Respuesta: X=—, YV =——,2=——
3 15 3
5) Determine el vector resultante y su respectivo médulo, dado el cubo de lado 9.
Z
A
o
I/ B
P A =
O\ Ly
I/
X/
Respuesta: R =24k
6) Determine el menor angulo que forman entre si los vectores: A=4i+5j—20K y
B=3i-2j-6k
122
Respuesta: @ = arccos| ——
147
7) Calcula el trabajo realizado por la fuerza: E = 2[' + j— /_( al desplazar un sélido a lo

largo del vector: ¥ =5/ +3j + 4K.

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados

Beer F., Jhonston R., (2010). “Mecanica Vectorial para Ingenieros - Estatica”. Décima edicién. Mc.
Graw-Hill Interamericana. México.

Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecanica - Estatica”. Décimo segunda ediciéon. Pearson
Educacion. México.

Bedford Fowler. (2013) “Mecanica Vectorial para Ingenieros”. Estatica. Editorial Addison-Wesley
Iberoamericana, S.A. Estados Unidos.

Meriam J.L. y Kraige L.G. (2007). “Mecéanica para Ingenieros”. Estatica. Séptima Edicién.
Editorial Reverté S.A. Espana.
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2.1 Primera Ley de Newton o Ley de la Inercia
A finales del siglo XVIII Sir Isaac Newton formulé tres leyes fundamentales en las
que se basa la ciencia de la mecanica. La primera de estas leyes puede enunciarse
como sigue: “Si la fuerza resultante que actua sobre una particula es cero, la
particula permanecera en reposo (si originalmente estaba en reposo) o se movera
con velocidad constante en linea recta (si originalmente estaba en movimiento)”.

INERCIA

2.2 Condicion para el equilibrio de una particula en el plano
Una particula esta en equilibrio si permanece en reposo y en un principio estaba en
reposo, o si tiene una velocidad constante y originalmente estaba en movimiento. No
obstante, mas a menudo, el término “equilibrio” o, de manera mas especifica,
“equilibrio estatico” se usa para describir un objeto en reposo.
Para mantener el equilibrio, es necesario satisfacer la primera ley del movimiento de
Newton, la cual requiere que la fuerza resultante que actla sobre una particula sea
igual a cero. Esta condicion puede ser establecida matematicamente como:

S F=0

Para un cuerpo en equilibrio en dos dimensiones:

S>FEF=C R+ F)j+(O Fk

Ecuacion que se cumple si se verifica que:
YF=0.  ¥R=0.  ¥E=0
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2.3 Diagrama de cuerpo libre
Para aplicar la ecuacion de equilibrio debemos tomar en cuenta todas las fuerzas
conocidas y desconocidas que actuan sobre la particula. La mejor manera de hacer
esto es pensar en la particula como aislada y “libre” de su entorno. Un dibujo que
muestra la particula junto con todas las fuerzas que actuan sobre ella se denomina
diagrama de cuerpo libre (DCL).

Entre las fuerzas mas comunes para analizar el equilibrio de particulas tenemos:

a)

b)

Fuerza gravitacional: Debida a la interaccion con el planeta, se representa
por un vector dirigido hacia abajo. A su magnitud se le denomina cominmente
peso (W). La magnitud del peso de un cuerpo se relaciona con su masa asi:

W =mg

Unidades en el SI: W = Peso (en newton)

m = Masa (en kilogramos)

g = Aceleracién de la gravedad = 9.81 m/s?
e 8

N U

> G

Fuerzas en cables y poleas: Para particulas
supondremos que todos los cables (o cuerdas)

- - . . p— “'
tienen un peso insignificante y que no se a~ il
pueden deformar. Ademas, un cable puede — =
soportar sé/o una tensién o fuerza de “jalén” '9 /

que actua en la direccion del cable. La fuerza
de tensidn desarrollada en un cable continuo
gue pasa sobre una polea sin friccién, debe
tener una magnitud constante para mantener
al cable en equilibrio. En la figura el cable se
somete a una tensién T en toda su longitud. &

Fuerzas en resortes: Si un resorte elastico
lineal (o cuerda) de longitud no deformada /o

fuerza F que actle sobre él, figura adjunta. ¢
Una caracteristica que define la “elasticidad”
de un resorte es la constante de resorte o :
rigidez, k. La magnitud de la fuerza ejercida =
en un resorte elastico lineal que tiene una
rigidez k y estd deformado (alargado o
acortado) una distancia igual a s = | - lo,
medida desde su posicion sin carga, es:

_——
se usa como soporte de una particula, su =
longitud cambiard en proporcion directa a la e, %

S

s

25



A VECTORIAL PARA INGENIEROS

H UNIVERSIDAD
- CONTINENTAL

Procedimiento para trazar el DCL de una particula:

19 Trace un perfil delineado. Imagine que la particula esta aislada o “liberada” de su
entorno al trazar su perfil delineado.

20 Muestre todas las fuerzas. Indique sobre este bosquejo todas las fuerzas que actuan
sobre la particula. Estas pueden ser fuerzas activas, que tienden a poner la particula
en movimiento, o fuerzas reactivas, que son el resultado de las restricciones o
soportes que tienden a evitar el movimiento.

30 Identifique cada una de las fuerzas. Las fuerzas que son conocidas deben ser
marcadas con sus propias magnitudes y direcciones. Para representar las
magnitudes y direcciones de las fuerzas desconocidas se usan letras.

Ejemplo de DCL: La cubeta se mantiene en equilibrio mediante el cable, e
instintivamente sabemos que la fuerza en el cable debe ser igual al peso de la cubeta.
Al trazar un diagrama de cuerpo libre de la cubeta podemos entender por qué esto es
asi. Este diagrama muestra que soélo hay dos fuerzas que actdan sobre la cubeta, a
saber, su peso W vy la fuerza T del cable.

2.4 Procedimiento para el analisis del equilibrio de una particula en el plano

19 Diagrama de cuerpo libre.
v Establezca los ejes x, y en cualquier orientacidon adecuada.
v" Marque en el diagrama todas las magnitudes y direcciones de las
fuerzas conocidas y desconocidas.
v" Puede suponer el sentido de una fuerza con una magnitud desconocida.

20 Aplique las ecuaciones de equilibrio:
YF=0.  XF=0.  XA=0

v" Las componentes son positivas si estan dirigidas a lo largo de un eje
positivo, y negativas si estan dirigidas a lo largo de un eje negativo.

v Como la magnitud de una fuerza siempre es una cantidad positiva, si la
solucion produce un resultado negativo, esto indica que el sentido de
la fuerza es el inverso del mostrado sobre el diagrama de cuerpo libre.
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 2
Tema: Equilibrio de una particula en el plano

APellidOS & e
SECCION [ NOMDBIES & vttt ettt et e evne v aenenes
Docente : Fecha t..../2016 Duracidn:
Unidad: Semana: Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1. En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la figura. Determine el
rango de valores de Q para los cuales la tensidon no sera mayor que 60 |b en cualquiera
de los cables.

2. Tres cables se unen en el cruce del anillo C. Determinar las tensiones en los cables de AC y BC
causada por el peso del cilindro de 30 kg

3. El collarin deslizante esta en equilibrio en A y en la barra no hay rozamiento. Determina la masa
de la barra
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4. Dos cables se amarran juntos en C y se cargan como se muestra en la figura. Determine el rango
de valores de W para los cuales la tensién no sera mayor a 1250N en cualquiera de los cables.

[ 300mm s} e — — 750mm — —

g
E]
E]

5. Un sistemas de sillas para transportar esquiadores se detiene en la posicién mostrada, si cada
silla pesa 300N y el esquiador en la silla F pesa 800N, calcule el peso del esquiador en la silla E.

7.2m

A 1_._ 16.8m 1 28.8m

6. Dos semaforos se cuelgan temporalmente de un cable como se muestra en la figura. Si el
semaforo colocado en B pesa 200N, determine el peso del seméforo en C.

‘i 3.6m e 3.4m 24m—~
y \ ‘ ‘ ”
C oot [
B
\/
4.9m I 4.5m

7. Silas porciones AC y BC del cable ABC deben ser iguales, determine la longitud minima que debe
tener el cable para soportar la carga mostrada, si la tensién en este no debe ser mayor a 870N
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8. La bola D tiene una masa de 20kg. Si una fuerza F = 100N se aplica horizontalmente al anillo
localizado en A, determine la dimension de “d” mas grande necesaria para que la fuerza en el
cable AC sea igual a cero.

9. Una placa rectangular esta sostenida por tres cables, como se muestra en la figura. Si la
tension en el cable AC es de 40 Ib, calcule el peso de la placa.

10. El peso de la seccion de pared horizontal es W = 20 000 Ib Determinar las tensiones en los cables
AB, AC y AD.

AR RS R

|
10 ft } D, 44
| 7 e
6 . I.l c 14 ft
11. El ensamblaje de apoyo esta fijo'ton petfips a fos puntos A, B, C y D y soporta una fuerza F =
200 N. Determina las fuerzas en los elemesgtps AB, AC y AD.

29



‘ORIAL PARA INGENIEROS

®
PN UNIVERSIDAD
— ' il CONTINENTAL

12. Determinar la fuerza que actiia a lo largo del eje de cada uno de los tres puntales necesarios para
dar soporte al bloque de 500kg.

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados

Beer F., Jhonston R., (2010). “Mecanica Vectorial para Ingenieros — Estatica”. Décima edicién.

Mc. Graw-Hill Interamericana. México.

Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecadnica - Estatica”. Décimo segunda ediciéon. Pearson

Educacion. México.

Bedford Fowler. (2013) “Mecéanica Vectorial para Ingenieros”. Editorial Addison-Wesley

Iberoamericana, S.A. Estados Unidos.

Meriam J.L. y Kraige L.G. (2007). “Mecéanica para Ingenieros”. Estatica. Séptima Edicion.
Editorial Reverté S.A. Espafia.
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3.1 Vectores cartesianos en el espacio:
Las operaciones del algebra vectorial, cuando se aplican a la resolucién de
problemas en tres dimensiones, se simplifican considerablemente si primero se
representan los vectores en forma vectorial cartesiana, lo cual servira para
encontrar la fuerza resultante de un sistema de fuerzas concurrentes.

Vector unitario: Vector de magnitud unitaria que indica la direccién y sentido

de algln vector dado, luego para A:

A=

Vectores unitarios cartesianos.
En tres dimensiones, el conjunto de vectores unitarios cartesianos i, j, k, se usa
para designar las direcciones de los €jes x, y, z, respectivamente.

A
A

3.2 Representacion de un vector cartesiano en tres dimensiones:
Representacidn grafica de un vector Forma cartesiana de un vector
cartesiano en el espacio

A=AJg+ A, ]+ Ak

Ak . .
s Magnitud de un vector cartesiano

A

A= 42+ 42+ 42

Direccién de un vector cartesiano
Dada por los cosenos directores:

" A
Oy Ayl . cosf, = A cosf, =—- cosf,=—=
A A A

Asl cos® 6, +cos® 6, +cos® 6, =1
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3.3 Vector de Posicién: y _ _ »
Se define como un vector fijo que localiza un punto en el espacio en relacion con

otro punto.
Desde el origen hasta un punto P. Desde un punto A hasta otro punto B.
Z
M\\
o k B S
% S - -
P(x.y,2) B(xp, yp.2p)
: r
0 Y]
xi T : AQXp Y, 1) rB
/ VAL AL &S
\\ r
/ A y

F=xityi+2 r=(Xp— X )i +(yg—y4)J+ (25 —24)2

3.4 Vector fuerza en términos de su magnitud y dos puntos sobre su linea de
accion:

F I?:IFI.LQAB

— ' AB
F=lF|.—=
| rAB |

X

3.5 Suma de fuerzas concurrentes en el espacio:

La suma de dos o mas vectores se simplifican considerablemente si los vectores
se expresan en términos de sus componentes cartesianas.
Dados los vectores:

1

A=Ai+Aj+Ak B=B,+B,j+ Bk
El vector resultante R esta dado por:

R=A+B= (A, +B)i+ (4, + B)j+ (A, + Bk
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T

(A, + Bk

R
| :
(A, + B,)j
A — y
(A, + BYi

rd

X

Si esto se generaliza y se aplica a un sistema de varias fuerzas concurrentes,
entonces la fuerza resultante es la suma vectorial de todas las fuerzas presentes en
el sistema y puede escribirse como:

R=Y F=(Q R+ F)ji+(Q FXk

De la cual se desprende:

R,=3F, R,=3F, R.=3F,

Luego, la magnitud y direccion de la resultante viene dada por:

R="VR2+R:+R?

Ry
R

! B.
cos @, = —R‘— cos B, = cos 0, = f

3.6 Equilibrio de una particula en el espacio:

33



A VECTORIAL PARA INGENIEROS

E UNIVERSIDAD
— CONTINENTAL

En el caso de un sistema de fuerza tridimensional, como el de la figura siguiente, podemos
descomponer las fuerzas en sus respectivas componentes i, j, k, de manera que para el
equilibrio se debe cumplir:

2

YF=Q R+ R+ F)k=0

Para satisfacer esta ecuacion se requiere
que:

> F_=0; ZF},:O; > F.=0

F,

Por tanto, estas tres ecuaciones establecen que la suma algebraica de las componentes de todas
las fuerzas que actian sobre la particula a lo largo de cada uno de los ejes coordenados debe
ser igual a cero.

Procedimiento para el analisis del equilibrio de particulas en el espacio:

10 Se traza un diagrama de cuerpo libre donde se muestre a la particula en
equilibrio y todas las fuerzas que actuan sobre ella. Marque todas las magnitudes
y direcciones de las fuerzas conocidas y desconocidas sobre el diagrama.

29 Escribir las ecuaciones de equilibrio. Exprese primero cada fuerza como un

vector cartesiano en el diagrama de cuerpo libre, sustituya esos vectores en ZF =0

después iguale a cero las componentes i, j, k. Si la solucién para una fuerza da un
resultado negativo, esto indica que el sentido de la fuerza es el inverso del mostrado
en el diagrama de cuerpo libre.
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 3
Tema: Fuerzas en el Espacio

Seccidn

APellidOS & e e
Do.cden(;c.e ) NOMDBIES @ i
Unidad: Semana: Fecha /... /2016 Duracion:

Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal ( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1. Afin de mover un camion volcado, se atan dos cables en A y se jalan mediante
las gruas B y C como se muestra en la figura. Si se sabe que la tension en el
cable AB es de 10 kN y en el cable AC es de 7.5 kN, determine la magnitud y
direccion de la resultante de las fuerzas ejercidas en A por los dos cables.

2. Para el sistema mostrado considere la masa de la carga igual a 50 kg.
Determine la altura d del cable AB de manera que la fuerza en los cables AD
y AC tengan cada una respectivamente la mitad del valor de la fuerza del
cable AB.
Z
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3. Determine el peso maximo de la caja si la tensién desarrollada en cualquiera
de los cables no debe exceder 450 Ib.

4, Si cada uno de los cables puede soportar una tension maxima de 1000 N,
determine la masa maxima del cilindro para que se pueda mantener el

equilibrio.

5. Un contenedor de peso W esta suspendido del aro A, al cual se unen los cables
AC y AE. Una fuerza P se aplica al extremo F de un tercer cable que pasa
sobre una polea en B y a través del anillo A y que esta unido al soporte en D.
Si se sabe que W = 1 000 N, determine la magnitud de P. (Sugerencia: La
tension es la misma en todos los tramos del cable FBAD.)
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0.40 m

6. La bola de 80 Ib estd suspendida del anillo horizontal usando tres resortes,
cada resorte tiene longitud no alargada de 1.5 pies y rigidez de 50 Ib/pie.
Determine la distancia vertical h del anillo hasta el punto A por equilibrio.

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados

Beer F., Jhonston R., (2010). “Mecanica Vectorial para Ingenieros — Estatica”. Décima
edicién. Mc. Graw-Hill Interamericana. México.

Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecanica - Estatica”. Décimo segunda edicién. Pearson
Educacion. México.

Bedford Fowler. (2013) “Mecanica Vectorial para Ingenieros”. Editorial Addison-Wesley
Iberoamericana, S.A. Estados Unidos.
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TEMA N° 4: CUERPOS RIGIDOS

e

N

v,

AL

L U
atat

<1
0 -

Un cuerpo rigido puede considerarse como una combinacion de un gran nimero de
particulas donde todas éstas permanecen a una distancia fija entre si, tanto antes
como después de la aplicacién de una carga. Este modelo es importante porque las
propiedades del material de todo cuerpo que se supone rigido, no tendran que
tomarse en cuenta al estudiar los efectos de las fuerzas que actian sobre dicho
cuerpo. En la mayoria de los casos, las deformaciones reales que ocurren en
estructuras, maquinas, mecanismos, etcétera, son relativamente pequeias, y el
supuesto de cuerpo rigido resulta adecuado para el analisis.

Los efectos de las fuerzas dependen no sdélo de sus magnitudes y direcciones, sino
también de los momentos que ejercen. El momento de una fuerza es una medida de
su tendencia a causar giros. Los momentos causan el giro de maquinaria como la
manivela de un barco de vela, las ruedas de un vehiculo, los cigiefales y las turbinas.
Aun si la suma de las fuerzas que actian sobre un cuerpo es nula, éstas pueden
ejercer un momento, que se denomina par. Si un cuerpo esta en equilibrio, la suma
de los momentos respecto a cualquier punto debido a las fuerzas externas y pares
actuantes en él es igual a cero. Antes de continuar con el estudio del diagrama de
cuerpo libre y del equilibrio, es necesario conocer sobre los momentos, los pares, y
el concepto de sistemas equivalentes de fuerzas y momentos.

4.1 Cuerpos Rigidos y Principio de Transmisibilidad.

En toda la linea de accion de una fuerza su efecto externo ejercido, sobre un
cuerpo rigido, es invariable. Luego, el Principio de Transmisibilidad establece que
las condiciones de equilibrio o movimiento de un cuerpo rigido permaneceran
inalteradas si una fuerza F que actla en un punto dado de ese cuerpo se
reemplaza por una fuerza F’ que tiene la misma magnitud, direccion y sentido,
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pero que actla en un punto distinto, siempre y cuando las dos fuerzas tengan la
misma linea de accién.

Las dos fuerzas, F y F’, tienen el mismo efecto sobre el cuerpo rigido y se dice
gue son equivalentes. las fuerzas que actlan en una particula pueden ser
representadas por vectores, los cuales tienen un punto de aplicacion bien
definido, la particula misma y, por consiguiente, seran vectores fijos o adheridos.
Sin embargo, en el caso de fuerzas que actdan sobre un cuerpo rigido el punto
de aplicacidon de una fuerza no es importante, siempre y cuando su linea de
accion permanezca inalterada. Por tanto, las fuerzas que actlan sobre un cuerpo
rigido de ben ser representadas por una clase de vector diferente, el vector
deslizante.

Momento de una fuerza

Cuando una fuerza se aplica a un cuerpo, ésta producira una tendencia a que el
cuerpo gire alrededor de un punto que no esta en la linea de accion de la fuerza.
Esta tendencia a girar se conoce en ocasiones como par de torsién, pero con mayor
frecuencia se denomina el momento de una fuerza o simplemente el momento.
Tal es el caso de la llave de torsidon que se usa para desenroscar el perno de la
figura adjunta. Si se aplica una fuerza al maneral de la llave ésta tenderd a girar
el perno alrededor del punto O (o el eje 2).

La magnitud del momento es directamente proporcional a la magnitud de Fy a
la distancia perpendicular o brazo de momento d. Cuanto mas grande sea la fuerza
0 mas grande sea el brazo de momento, mayor sera el momento o el efecto de
giro. Las unidades del momento son el producto de las unidades de fuerza y
distancia, es decir, N.m o /b.pie.

Formulacion escalar del momento de una fuerza con respecto a un punto:
Considerando la figura siguiente, el vector momento Mo con respecto al punto O,
0 con respecto a un eje que pase por O y sea perpendicular al plano, tiene
magnitud y direccion especificas.
Magnitud. La magnitud de Moes:

M, = Fd
donde d representa el brazo de momento o distancia perpendicular desde el eje
en el punto O hasta la linea de accion de la fuerza.
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Direccion. La direccion de Mo esta
definida por su eje de momento, el cual
es perpendicular al plano que contiene
la fuerza F, y por su brazo de momento
d.

Para establecer el sentido de direccién
de Mo se utiliza la regla de la mano
derecha. De acuerdo con esta regla, el
curveo natural de los dedos de la mano
derecha cuando éstos se doblan sobre
la palma representa la tendencia para
la rotacion.

En dos dimensiones, este vector se
representa con la flecha curva como en
la figura b.

Por consiguiente, el sentido de rotacion
puede ser anti horario (positivo) u
horario (negativo)

4.4 Formulacion vectorial del momento de una fuerza respecto a un punto:
El momento de una fuerza F con respecto al punto O, es decir, con respecto al eje
del momento que pasa por O y es perpendicular al plano que contienea Oy a F,

puedE,eﬁpresarse por el producto vectorial.
je de z

momento

F

.\t;\‘; ‘i /

N

/0

Mozer
i j Kk
Mozrx l"y l"z
F. F, F,

Aqui I representa un vector de
posicion trazado desde O hasta
cualquier punto que se encuentre
sobre la linea de accion de F

4.5 Principio de momentos o Teorema de Varignon:
“EI momento con respecto a un punto dado O de la resultante de varias fuerzas
concurrentes es igual a la suma de los momentos de las distintas fuerzas con

respecto al mismo punto O”.

l'X{_F[‘*‘F:"‘"

J=rXF+rxF;,+--
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4.6 Momento de una fuerza con respecto a un eje:
El momento de una fuerza respecto a un eje L se puede obtener:

M, =i (Fx F)

y
L
M es el vector unitario del eje L
r es el vector de posicién trazado
desde cualquier punto del eje a un
punto cualquiera de la linea de accién
de la fuerza.
(9]
: Mo By M,
M. =|r r r
eje X y z
F, F, F,

4.7 Momento de un par
Se dice que dos fuerzas F y -F que tienen la misma magnitud, lineas de accién
paralelas y sentidos opuestos forman un par. Obviamente, la suma de las
componentes de las dos fuerzas en cualquier direccion es igual a cero. Sin
embargo, la suma de los momentos de las dos fuerzas con respecto a un punto
dado no es cero. Aunque las dos fuerzas no originaran una traslacién del cuerpo
sobre el que estan actuando, éstas si tenderdn a hacer lo rotar.

| <I> M
4—t—

#

M=ryXF+rgXx(-F)=(ry—1rg) XF
M=rxF
El momento de un par se da por la suma de los momentos de las fuerzas respecto
a un punto O:
r: Vector de posicion que va del punto B al punto A cualesquiera.

En la siguiente figura se verifica que la magnitud del momento par esta dada por:
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{
M = Fla +d) — Fa \ a \

M = Fd e E

Pares equivalentes
Se sabe que los vectores momento de los pares son vectores libres, se pueden
sumar o restar independientemente de su posicién en el espacio. Luego, el Unico
movimiento que un par le pue de impartir a un cuerpo rigido es una rotacién. Como
cada uno de los tres pares mostrados tiene el mismo momento M (la misma
direccién y la misma magnitud M = 120 Ib. in), se puede esperar que los tres pares
tengan el mismo efecto sobre la caja.

¥

c)

Reduccioén de un sistema de fuerzas a un sistema equivalente de fuerza y
momento par.

Considérese un sistema de fuerzas F1, F2, F3, . . . que actlan sobre un cuerpo
rigido en los pun tos A1, A2, A3, . . ., definidos por los vectores de posicion r1, r2,
r3, etc. (figura a). La fuerza F1 puede ser trasladada de A1 a un pun to da do
O, si se agrega al sistema original de fuerzas un par de momento M1, igual al
momento rl x F1 de F1 con respecto a O. Si se repite este procedimiento con F2,
F3, ... , se obtiene el sistema mostrado en la figura b, que consta de: las fuerzas
origina les, ahora actuando en O, y los vectores de par que han sido agregados.
Como ahora las fuerzas son concurrentes, pueden ser sumadas vectorialmente y
reemplazadas por su resultante R. De manera si mi lar, los vectores de par M1,
M2, M3, ... pueden sumarse vectorialmente y ser reemplazados por un solo

vector par Mf. Por tanto cualquier sistema de fuerzas, sin importar qué tan

complejo sea, pue de ser reducido a un Sistema equivalente fuerza-par que actlda en
un punto dado O. (figura C).

R =Z2F ME =3SM, ==(r X F)

43



®
.“ gg:’.ﬁ:ﬁ'ﬁ#ﬂ_ Asignatura: Mecanica Vectorial

PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 4
Tema: Cuerpos Rigidos

SECCION i e APEllidOS & oot
Docente : NOMDBIES & oottt s ettt et
Unidad: Semana: Fecha ¢ we.../2016 Duracion:

Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal ( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1. La fuerza de 120 N es aplicada como se muestra en A. Determinar:
a)Si, ¢ = 30° el momento de F respecto al centro O del perno.

b)El valor del &ngulo ¢ , que produce el maximo momento de F respecto de O, también la

magnitu de dicho momento.

F=120N

2. El cable del remolque ejerce una fuerza P = 4kN en el extremo del aguilén de 20m de
longitud de la grua.
a) Si el agulo @ = 30°, determine la posicion x del gancho localizado en A de modo

que esta fuerza produzca el maximo momento con respecto al punto O, ademas
calcule el valor de este momento.
b) Si x=25m, determine el angulo ¢ de modo que esta fuerza produzca un momento

maximo con respecto al punto O, ademas caIcuIeBeI valor de este momento.

P=4kN

3. La magnitud del momento de fuerza de P respecto al punto O es 200 kN.m.
Determine:
a) La magnitud de P.
b) La magnitud del momento de fuerza de P respecto al gje z.
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4. Determine la magnitud de la fuerza vertical F que actla sobre el maneral de la llave
si produce una componente de momento a lo largo del eje AB (eje x) de la tuberia
de (MA)x = {-5i} N.m. Tanto la llave como el ensamble de tubos ABC, se encuentran
en el plano x-y.

5. Para levantar una pesada caja, un hombre usa un bloque y un polipasto y los sujeta
a la parte inferior de la viga I mediante el gancho B. Si se sabe que los momentos,
de los ejes y y z, de la fuerza ejercida en B por el tramo AB de la cuerda son,
respectivamente, de 120 N.m y -460 N.m, determine la distancia a.

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados

Beer F., Jhonston R., (2010). “Mecanica Vectorial para Ingenieros - Estatica”. Décima edicion.
Mc. Graw-Hill Interamericana. México.

Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecanica - Estatica”. Décimo segunda edicidon. Pearson
Educacion. México.

Bedford Fowler. (2013) "“Mecanica Vectorial para Ingenieros”. Editorial Addison-Wesley
Iberoamericana, S.A. Estados Unidos.
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SEGUNDA UNIDAD

TEMA N° 5: EQUILIBRIO DE CUERPOS RIiGIDOS

Ya hemos aprendido que la estatica es el analisis de cuerpos en equilibrio, incluidos los
puentes, las presas y los edificios. Ahora que ya hemos aprendido a calcular momentos,
podemos enfrentarnos a problemas de equilibrio mds interesantes. En este tema
establecemos las ecuaciones de equilibrio y describimos modelos sencillos de los
diversos tipos de soportes utilizados en ingenieria. Luego mostramos cémo usar las
ecuaciones de equilibrio para obtener informacion respecto a los sistemas de fuerzas y
momentos que actlan sobre los cuerpos.

5.1 Condiciones para el equilibrio de un cuerpo rigido

F, / h
\ .
I8

M,

-~

T \e

M, (a) (b)
El sistema mostrado de fuerzas y momentos de par que actlan sobre un cuerpo
(figura a) puede reducirse a una fuerza resultante y un momento de par
equivalentes en cualquier punto arbitrario O sobre el cuerpo o fuera de él (figura
b). La condicion para el equilibrio es que tanto la fuerza como el momento de par
resultantes sean iguales a cero. Matematicamente, el equilibrio de un cuerpo se

expresa como:
Fr=2F=0

(Mg)o = ZMp =0
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v' La primera de estas ecuaciones establece que la suma de las fuerzas que actuan

sobre el cuerpo es igual a cero. Ello verifica traslacion nula.

v La segunda ecuacién establece que la suma de los momentos de todas las fuerzas

en el sistema con respecto al punto O, anadida a todos los momentos de par es
igual a cero. Con lo cual se verifica rotacién nula.

5.2 Equilibrio en dos dimensiones:

Muchas aplicaciones en ingenieria implican sistemas de fuerzas y momentos. Por
ejemplo, fuerzas y momentos ejercidos sobre diferentes vigas y estructuras planas,
pinzas, algunas gruas y otras maquinas, asi como ciertos tipos de puentes y
presas. Aqui analizamos soportes, diagramas de cuerpo libre y las ecuaciones de
equilibrio para aplicaciones bidimensionales.

£ . : ! ilibri 105 di .

Cuando las cargas y las reacciones de un cuerpo en equilibrio forman un sistema
bidimensional de fuerzas y momentos (momentos perpendiculares al plano),
se encuentran relacionadas por tres ecuaciones escalares de equilibrio:

Z Fx = 0 Z Fy = O ZMcualquier punto = O
Soportes:

Algunos tipos muy comunes de soportes se representan con modelos estilizados
Ilamados convenciones de soporte. Los soportes reales a menudo se parecen a los
modelos estilizados; pero, aunque no se parecieran, los representamos por medio
de estos modelos si los soportes reales ejercen las mismas (o aproximadamente
las mismas) reacciones que los modelos.

MODELADO DE SOPORTES USADOS EN APLICACIONES BIDIMENSIONALES

Soportes Reacciones

Cuerda o cable Resorte

Contacto con una superficie lisa Una fuerza normal
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Soportes Reacciones
)l,
&
AX
4 ¥
Contacto con una superficie rugosa Dos componentes de fuerza
y
L Y x
A,

Soporte de pasador

Dos componentes de fuerza

Soporte empotrado

)'

Dos componentes de fuerza y un par

Soporte de rodillo

Ai

Una fuerza normal

Pasador guiado o deslizador

I

Una fuerza normal

Para construir el diagrama de cuerpo libre de un cuerpo rigido o cualquier
grupo de cuerpos considerados como un solo sistema, deben darse los siguientes

pasos:

19 Trace el contorno:

Idealice el cuerpo aislado o recortado “libre” de sus restricciones y
conexiones, y delinee (en un bosquejo) su contorno.
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20 Muestre todas las fuerzas y momentos de par.
Identifique todas las fuerzas externas conocidas y desconocidas y los momentos
de par que actuan sobre el cuerpo. Las que por lo general se encuentran se
deben a (1) cargas aplicadas, (2) reacciones que ocurren en los soportes o
en puntos de contacto con otros cuerpos, y (3) el peso del cuerpo.

30 Identifique cada carga y las dimensiones dadas.
Las fuerzas y los momentos de par que se conocen deben marcarse con sus
propias magnitudes y direcciones. Indique las dimensiones del cuerpo
necesarias para calcular los momentos de las fuerzas.

Ejemplos de DCL:

a) Viga ingravida soportada por un pasador y un rodillo.

y l F
1” A B
A B — - x
% ’ = A, ¥
; 30°
—_— [ —
Reacciones debidas al Reacciones debidas al
soporte de pasador soporte de rodillo

b) Cuerpo ingravido soportado por un empotramiento y un cable unido a él en
dos puntos.

Reacciones
debidas al cable

A &FF; 7 /.‘-6 F@
! \\‘A\.

Reacciones debidas
al empotramiento

£

—_—X

5.3. Equilibrio en elementos de dos y tres fuerzas.

Elemento de dos fuerzas:

El elemento tiene fuerzas aplicadas en sélo dos puntos sobre el elemento. Un
ejemplo

se muestra en la figura adjunta. Para satisfacer el equilibrio de fuerzas, Fa y Fs
deben tener la misma magnitud, Fa = Fs = F, pero direccién opuesta.

Por lo tanto, para que cualquier elemento de dos fuerzas esté en equilibrio, las dos
fuerzas que actlan sobre él deben tener la misma magnitud, actuar en direcciones
opuestas y tener la misma linea de accidn, dirigida a lo largo de la linea que une
los puntos donde actuan estas fuerzas.
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Elemento de tres fuerzas:

Si un elemento estd sometido a sdlo tres fuerzas, se denomina elemento de tres
fuerzas. El equilibrio de momento se puede satisfacer solo si las tres fuerzas forman
un Sistema de fuerzas concurrentes o paralelas. Para ilustrar esto, considere el
elemento sometido a las tres fuerzas Fi, F2 y F3, que se muestra en la figura a. Si
las lineas de accion de F1 y F2 se intersecan en el punto O, entonces la linea de
accion de Fs también debe pasar por el punto O, de modo que las fuerzas satisfagan

ZMO =0. Como caso especial si las tres fuerzas son paralelas , figura b, la

ubicacién del punto de interseccién, O, se aproximara al infinito.

O

1
1 F.
(a) (b)
Luego, para el caso de elementos a dos y tres fuerzas analizar el equilibrio implica
establecer ecuaciones que no requiere del trazo de vectores componentes siendo
su solucién respaldada por la geometria del problema.

5.4 Procedimiento para el analisis del equilibrio de una particula en el plano:

19 Diagrama de cuerpo libre.
v' Establezca los ejes x, y en cualquier orientacién adecuada.
v' Marque en el diagrama todas las magnitudes y direcciones de las
fuerzas y momentos de par conocidas y desconocidas.
v" Puede suponer el sentido de una fuerza con una magnitud desconocida.
v" Indique las dimensiones necesarias.

20 Aplique las ecuaciones de ZFX =0 ZF), =0 ), Maulquierpunto = 0
equilibrio:

v' Las componentes son positivas si estan dirigidas a lo largo de un eje positivo, y
negativas si estan dirigidas a lo largo de un eje negativo. Los momentos de par
son positivos si tienen rotacion antihoraria.

v' Si la solucién produce un resultado negativo, esto indica que el sentido de la
fuerza o momento de par es el inverso del mostrado sobre el diagrama de cuerpo
libre.
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 5
Tema: Equilibrio de Cuerpos Rigidos en 2D

SECCION v APEIlIdOS & ..o
Docente : NOMDBIES & oottt s et e e
Unidad: Semana: Fecha ¢ e ../2016 Duracion:

Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1. Sin tomar en cuenta la friccion determine la tension ene le cable ABD y la
reaccion en C, cuando 6 = 609 .

2. Determine la minima masa m1 del cilindro requerida para causar la pérdida de
contacto en A.

la

3. Para la viga y las cargas mostradas, determine el rango de valores de W para
los que la magnitud del par en D no excede 40 Ib.ft.
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4, La grua estd conectada mediante un pasador colocado en A y sujeta en B por un
collar liso. Determine la posicién x del gancho, que lleva una carga de 5000 Ib,
tal que genere las reacciones maximas y minimas en los soportes. Calcule esas
reacciones en cada caso. Ignore el peso de la grua. Considere: 4 < x < 10 pies.

5. Determine una expresion general para la fuerza normal Na ejercida por la pared
vertical lisa sobre la barra delgada y uniforme de masa m y longitud L. La masa
del cilindro es m;:, considere las poleas ideales. Determine ademas el valor de

m; para el cual se cumple que @) Na = mg/2y b) Na=0
C

78R\ D

Y

ny

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados
Beer F., Jhonston R., (2010). “Mecanica Vectorial para Ingenieros — Estatica”. Décima edicién.

Mc. Graw-Hill Interamericana. México.
Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecanica - Estatica”. Décimo segunda edicidon. Pearson

Educacion. México.
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TEMA N° 6: EQUILIBRIO DE CUERPOS RIGIDOS EN TRES
DIMENSIONES

Hemos visto que cuando un cuerpo en equilibrio estd sometido a un sistema
bidimensional de fuerzas y momentos, no se pueden obtener mas de tres ecuaciones
independientes de equilibrio. En el caso de un sistema tridimensional de fuerzas vy
momentos, se pueden obtener hasta seis ecuaciones independientes de equilibrio: las
tres componentes de la suma de las fuerzas deben ser nulas y las tres componentes de
la suma de los momentos respecto a cualquier punto deben también ser iguales a cero.

El procedimiento para determinar las reacciones sobre cuerpos sometidos a sistemas
tridimensionales de fuerzas y momentos -dibujar el diagrama de cuerpo libre y aplicar
las ecuaciones de equilibrio- es el mismo que para el de dos dimensiones. Sélo se
requiere familiarizarse con las convenciones de soporte usadas en las aplicaciones
tridimensionales.

6.1 Equilibrio en tres dimensiones:

Muchas aplicaciones en ingenieria implican sistemas de fuerzas y momentos en
sistemas espaciales, por ejemplo, fuerzas y momentos ejercidos sobre estructuras
espaciales, grias y maquinas, asi como techos, puentes y presas. Aqui analizamos
soportes, diagramas de cuerpo libre y las ecuaciones de equilibrio para aplicaciones
bidimensionales.

Las dos condiciones para lograr el equilibrio de un cuerpo rigido pueden ser
expresadas matematicamente en forma vectorial como:

YF=0
z Mo =0
donde ZF es la suma vectorial de todas las fuerzas externas que actuan sobre

el cuerpo y ZMO es la suma de los momentos de par y los momentos de todas

las fuerzas con respecto a cualquier punto O localizado en o fuera del cuerpo.

. . ! ! ilibri i .

Cuando las cargas y las reacciones de un cuerpo en equilibrio forman un
sistema tridimensional de fuerzas y momentos, se encuentran relacionadas por

SE-0 YF-0 YF-0

S>M,=0 Y>M,=0 Y M, =0
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Al usar estas seis ecuaciones escalares de equilibrio se puede resolver cuando
mucho seis incégnitas mostradas en el diagrama de cuerpo libre.

Soportes:

AlUn cuando los soportes reales no se parezcan fisicamente a los modelos
representamos por medio de estos modelos si los soportes reales ejercen las
mismas (o aproximadamente las mismas) reacciones que los modelos.

MODELADO DE SOPORTES USADOS EN APLICACIONES BIDIMENSIONALES
- Soportes Rencciones

Cucrda o cahle Una fuerza colineal
" |
A
X / x
Contacto con una superficie lisa Una fuerza normal

Cantaclo ¢oo uns superficie rugosa

Soporte de bola y cuenca
¥

-
-

Sopotte Je rodillns Una fusrza normal
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Soportes

Reoacsiones

Articulacidn
(¢l eje £ s parnizlo al
eje de Ja articul=cidn)

/

-
<

Coiinste
(El gje 7 5 paralelo al ¢je
del arbol soportado)

"
|

A

y

‘Q
- —Fﬁ——x
MA r

Tms componcntes de fuecza,
dos componentes de par

.rl:/ A, -
A

(Cuando no s= generan pares)

{Cuando oo se geoeran
peres ni fuerza axial)

Saporte enmparado

2

i
7

Tres componentes de fucrza,
Tres compaoentes de par
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Para construir el diagrama de cuerpo libre de un cuerpo rigido en tres dimensiones
procedemos en forma analoga al andlisis en dos dimensiones con las
consideraciones de los soportes tridimensionales.

Ejemplo: Para el letrero de densidad uniforme, apoyado en una rétula esférica en
A y sujetado por cables en B y E.

W=—(2701b)

™4 fi ""l

Tiam” U ¢ 20

6.2 Procedimiento para el analisis del equilibrio de una particula en el espacio:
10 Diagrama de cuerpo libre.

v' Establezca los ejes x, y y z en una orientacion adecuada.
v' Marque en el diagrama todas las magnitudes y direcciones de las
fuerzas y momentos de par conocidas y desconocidas.

v Muestre las componentes desconocidas con un sentido positivo a lo largo
de los ejes x, y y z.

v' Indique las dimensiones necesarias.
20 Aplique las ecuaciones de equilibrio.

v' Segun la conveniencia se deben aplicar las ecuaciones escalares o las
ecuaciones vectoriales.

v" En ocasiones seran necesarios usar ejes de direccion arbitraria para
realizar la suma de fuerzas y momentos.

v Si la solucién produce un resultado negativo, esto indica que el sentido
de la fuerza o momento de par es el inverso del mostrado sobre el diagrama
de cuerpo libre.
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 6
Tema: Equilibrio de Cuerpos Rigidos en 3D
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Docente : NOMDBIES & oottt ettt v e et
Unidad: Semana: Fecha tif..../2016 Duracion:

Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal ( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y célculos pertinentes.

1. En la figura la placa esta soportada por bisagras en A y en B, también por el cable
CE. Las bisagras, propiamente alineadas, no generan pares sobre la placa, y la
bisagra en A no genera una fuerza sobre la placa en la direccién del eje de la bisagra,
ademas la magnitud del momento de la tensién en la cuerda respecto al eje z no
debe ser mayor de 337Nm. Determine para tal condicidn el peso maximo de la placa
que puede ser soportado por el sistema.

2. El elemento horizontal de peso despreciable estad sujetado por una rétula en O,
determine las magnitudes de las tensiones en los cables y la magnitud de la

reaccion en O.
z 5&'&./| E
o

L
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La placa de peso W con centro de gravedad en G es soportada en el plano
horizontal como se muestra, determine las magnitudes de cada una de las
tensiones y el peso maximo a soportar si la tensién que soportan los cables no
debe exceder a 27.3 kN.

Z

0.8 m—
2.2 m—

/

X

4. El elemento de peso despreciable es soportado por una rétula en O, un cable
AE y un cojinete de empuje (que no genera pares). Sobre la barra actian una
fuerza P y un par C, ambos paralelos al eje x. Determine las magnitudes de
las reacciones en D y en O, asi como la tensién en el cable.

* P =20001b

A

Y C=60001b-ft

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados
Beer F., Jhonston R., (2010). “Mecanica Vectorial para Ingenieros — Estatica”. Décima edicién.
Mc. Graw-Hill Interamericana. México.

Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecanica - Estatica”. Décimo segunda edicién.

Educacién. México.
Bedford Fowler. (2013) “Mecédnica Vectorial para Ingenieros”. Editorial Addison-Wesley

Iberoamericana, S.A. Estados Unidos.
Meriam J.L. y Kraige L.G. (2007). “Mecéanica para Ingenieros”. Estatica. Séptima Edicion.

Editorial Reverté S.A. Espaia.

Pearson
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TERCERA UNIDAD
TEMA N° 7: CENTROIDES Y CENTROS DE GRAVEDAD

8.1 Centro de gravedad, centro de masa y centroide de un cuerpo.

A continuacion, mostraremos en primer lugar cémo localizar el centro de gravedad para
un cuerpo y después deduciremos que el centro de masa y el centroide de un cuerpo
pueden desarrollarse con este mismo método.

Centro de gravedad.

Un cuerpo estd compuesto de un nimero infinito de particulas de tamafio diferencial, y
por tal razén si el cuerpo se ubica dentro de un campo gravitatorio, entonces cada una

de estas particulas tendra un peso dW, figura a. Estos pesos formaran un sistema de
fuerzas aproximadamente paralelas, y la fuerza resultante de este sistema es el peso
total del cuerpo, la cual pasa a través de un solo punto llamado el centro de gravedad,

G, figura b. Esto es cierto mientras se suponga que el campo de gravedad tiene la misma
magnitud y direccidén en todas partes. Ese supuesto es apropiado para la mayoria de las
aplicaciones de ingenieria, ya que la gravedad no varia apreciablemente entre, por
ejemplo, la parte inferior y la superior de un edificio.

4 - b4
W
Yo
Z

(a) (b)

Se sabe que el peso de un cuerpo es la suma de los pesos de todas sus particulas, es
decir:

+|Fp = 3F; W= [dW
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La ubicacion del centro de gravedad, medida desde el eje y, se determina al igualar el
momento de W con respecto al eje y, figura b, con la suma de los momentos de los
pesos de las particulas con respecto a ese mismo eje. Si dW se ubica en el punto :

X, y,z figura a, entonces:

(Mg), = =M,; W = [XdW
De la misma manera, si se suman los momentos con respecto a los ejes x y y:
(Mgp), = =M,; YW = [VdW
(Mg), = ZM,; W= [Zdw

Luego, la ubicacién del centro de gravedad G con respecto a los ejes x, y y z es:

/}'{IW /’j}' dw /’ZdW
o A— y = 7=
/dW /(IW /dW

G =(x;y;z)

Donde:
G = Centro de gravedad

X; y; z = Coordenadas del centro de gravedad

v" El centro de gravedad toma en cuenta los materiales que componen el cuerpo y
es el punto donde esta aplicada la fuerza resultante equivalente llamada peso W.

Centro de masa:

Al sustituir dW = g dm en la ecuacién del centro de gravedad obtenemos el centro de
masa de un cuerpo. A fin de estudiar la respuesta dinamica o el movimiento acelerado
de un cuerpo, resulta importante localizar este punto.

/3" dm —/'j)' dm f"z’f dm

Xemag— JPEErg— TF=
/dm /dm /(11;1

Centroide de un volumen

Si el cuerpo de la figura a esta hecho de un material homogéneo, entonces su densidad
(po) sera constante. Por lo tanto, un elemento diferencial de volumen dV tiene una masa
dm= dV. Al sustituir esto en las ecuaciones de centro de masa y al cancelar,
obtenemos formulas que localizan el centroide C o centro geométrico del cuerpo; asi:

-/fi’ dVv /\”-:IV /'5 dVv
& v = v S .

X == y = -
/(lV //IV /(IV
Jv Jv Jv
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Centroides de Lineas:
Para alambres de seccidon constante.

Consideraciones importantes.

v El centroide representa el centro geométrico de un cuerpo, es una propiedad
geométrica y no considera los materiales del cuerpo. El centro de gravedad es una
propiedad fisica y si considera los materiales que componen el cuerpo.

v Este punto coincide con el centro de masa o con el centro de gravedad solo si el
material que compone el cuerpo es uniforme u homogéneo.

v Las férmulas usadas para localizar el centro de gravedad o el centroide simplemente
representan un balance entre la suma de momentos de todas las partes del sistema
y el momento de la “resultante” para el sistema.

v En algunos casos, el centroide se ubica en un punto fuera del objeto, como en el
caso de un anillo, donde el centroide esta en el centro del anillo. Ademas, este punto
se encontrara sobre cualquier eje de simetria del cuerpo.
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Centroides de formas comunes de areas y de lineas.

Forma P y Area
d 1
Area / /J/c | & h bh
triangular J_r/ i 3 2
2z
3713
nr’
Un cuarto de . }‘ 4r 4r -
area circular C/i\, AAe) 7 31 31 4
PO ER
Area i). =y ol 0| 0 Ar nr?
semicircular ' 3n 2
Un cuarto de e e
area eliptica C._”;.__,._,L’___+ T ) 4a 4b Tab
\ 1y /£
0 R 4 3n 31 4
Area ~ 7 l—a—]
semieliptica 4b Tab
3n 2
Area —a—] | 3a 3h 2ah
semiparabdlica B < ' - W 8 5 3
. 7 e e |
Area " 4 r S | 0 3h 4ah
parabdlica | "I._ diig 5 3
a |
iy =kx2 1 1
Enjuta g p 3a 3h ah
parabdlica _~TCo 7 | 4 10
O —== )
E-CORE - — 1
| a }
Enjuta =& 4 I ntt |l | _ah
< 1
general € T | n+?2 4n+2 n+1
o — :
T —
A
— r -/_,,-v":.
Sector e \ 2r seno.
. V= o 0 or
circular oL O \ 30
Forma 5 y Longitud
Un cuarto de 2r 2r nr
arco circular T n 2
2
Arco 0 & nr
semicircular -
_—\
AI:CO T _--fe ¢ r_send. 0 ooy
de circulo o ~~~-Ja o
X B
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Determinacion de Centroides por Integracion

El centro de gravedad o centroide de un objeto o forma, se puede determinar mediante
integraciones simples por el siguiente procedimiento.

10 Seleccionar un elemento diferencial.

Seleccione un sistema coordenado apropiado, especifique los ejes coordenados, y luego
elija un elemento diferencial para la integracién: Para lineas dL, para areas: dA, con una
longitud finita y ancho diferencial, para voliumenes, el elemento puede ser un disco
circular de volumen dV, con un radio finito y espesor diferencial.

20 Tamafio y brazos de momento.

Exprese la longitud dL, el area dA, o el volumen dV del elemento en términos de las
coordenadas que describen la curva. Exprese los brazos de momento para el centroide
o centro de gravedad del elemento en términos de las coordenadas que describen la
curva.

30 Integraciones.

Sustituya las formulaciones para dL, dA o dV en las ecuaciones apropiadas y exprese la
funcion en el integrando en términos de la misma variable aplicada al espesor del
elemento. Los limites de la integral se definen a partir de las dos ubicaciones extremas

del espesor diferencial del elemento, de manera que cuando los elementos se “suman”

o la integracion se realiza, toda la region queda cubierta.

8.2 Cuerpos compuestos:

Un cuerpo compuesto consiste en una serie de cuerpos “mas simples” conectados, los
cuales pueden ser rectangulares, triangulares, semicirculares, etcétera. Un cuerpo de
este tipo a menudo puede ser seccionado o dividido en sus partes componentesy, si se
conocen el peso y la ubicacién de cada una de esas partes, es posible eliminar la
necesidad de la integracién para determinar el centro de gravedad de todo el cuerpo.

Veamos el caso de una placa mostrada en la figura siguiente:

-

2]

Procedimiento para determinar el centroide de un cuerpo compuesto:

10 Separar el cuerpo en partes de formas conocidas.
20 Determinar el centroide de cada parte por separado. Ademas determinar el area
de cada parte y el area total.

Y Y Az
A 1 }/\
: A’\ 2
L .
G Cs
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39 Las coordenadas del centroide C del cuerpo compuesto se determina promediando

los centroides de las partes.
_XXA DA
X=-L '

8.2 Teoremas de Pappus-Guldinus

Se utilizan para calcular la superficie y volumen de cualquier objeto de revoltucién.Una
superficie de revolucién se crea girando una curva plana con respecto de un eje fijo que
no intercepta el plano de la curva; mientras que un volumen de revolucién se forma
girando el area de un plano con respecto de un eje fijo que no intercepta el plano del
area.

PRIMER TEOREMA: El area de una superficie de revolucion es igual al producto de la

longitud de la curva generatriz y la distancia viajada por el centroide de la curva al
generar el area superficial.

A = 0rL

A = drea superficial de revolucion

L 6 = dngulo de revolucién medido en radianes, § < 27

, 7 = distancia perpendicular desde el eje de revolucion hasta
1\\< / el centroide de la curva generatriz

P
‘1.4--‘4\\:; _ /”

L = longitud de la curva generatriz

SEGUNDA TEOREMA: El volumen de un cuerpo de revolucidn es igual al area generatriz
multiplicada por la distancia recorrida por el centroide del drea al momento de generar

el cuerpo.
V =0rA
dA
) A
| ¢ - V = volumen de revolucién o giro
AT HJ"-’I [ "\ ¥ 6 = angulo de revolucién medido en radianes, 6 <27
VOB L r = distancia perpendicular desde €l eje de revolucion hasta
& Moo i s
~2m el centroide de la curva generatriz

— A = drea generatriz

También podemos aplicar los dos teoremas anteriores a lineas o areas que estan
integradas por una serie de partes componentes. En este caso, el area superficial total
o el volumen generado es la suma de las areas superficiales o volUmenes generados
por cada una de las partes componentes.
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 7
Tema: Centroides y Centro de gravedad

R APEIIAOS  woovereeesosve oo s
Docente : NOMDBIES & oot et
Unidad: Semana: Fecha tuit...../2016 Duracidn:

Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal ( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1. Localice el centroide del area de seccion transversal de la viga compuesta
construida a partir de una canaleta y una viga de patin ancho.

e

15.3 pulg.

i = % 1
] 0.76 pulg.
103 pulg.‘—l e

2. El muro de contencidén a gravedad estd hecho de concreto. Determine la

ubicacion del centro de masa G para el muro.

T
15 mm I | 15 mm

| i B3
"0 15 115 T10!
mim mm mm mm
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3. Para el elemento de maquina que se muestra en la figura, localice las coordenadas
del centro de gravedad.

Dimensions
in inches

-

-
Il
’JJI[\)
L

x2 =4y

&

X

5. Localice el centroide del alambre que se dobla en la forma que se muestra.

&,

12 in.

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados

Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecdnica - Estatica”. Décimo segunda edicién. Pearson
Educacion. México.

Meriam J.L. y Kraige L.G. (2007). “Mecéanica para Ingenieros”. Estatica. Séptima Edicidn.
Editorial Reverté S.A. Espaia.
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TEMA N° 8: FUERZAS DISTRIBUIDAS

Existen situaciones en las que un cuerpo puede estar sometido a una carga que se
encuentra distribuida por toda su superficie. Por ejemplo, la presion del viento sobre la
superficie de un sefialamiento, la presién del agua dentro de un tanque o en una presa
como en la fotografia previa, o el peso de la arena sobre el piso de un contenedor de
almacenaje, son todas cargas distribuidas. La presion ejercida sobre cada punto de la
superficie indica la intensidad de la carga. Esta se mide por pascales Pa (o N/m?) en
unidades SI o Ib/pie? en el sistema de uso comun en Estados Unidos.

N, :%
s
=

Carga distribuida de viento sobre la torre Carga distribuida del agua sobre la pared
de la presa
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9.1 CARGA UNIFORME A LO LARGO DE UN SOLO EJE

Si la viga de la figura es de ancho constante y estd sometida a una carga de presion
que actla solo a lo largo del eje x, esta carga se puede describir como una funcién p
=p(x) en N/m?y se puede representar como una carga distribuida coplanar y se
cumple que: w(x) = p (x) b. Este sistema de fuerzas paralelas se puede representar
por una fuerza equivalente Fr que actla en una ubicacion especifica sobre la viga.

o W

dF = dA

Magnitud de la carga distribuida
La fuerza resultante que representa la carga distribuida es equivalente al area bajo el

diagrama de carga.
Fr= /w(x)dx= fdA = A
28, A

Ubicacion de la carga distribuida
Esta coordenada en el eje x ubica el centroide C del drea bajo la curva:

‘/wa(x) dx ) Ax dA
lw(x) dx ) LdA

R —
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9.2 Fuerzas Sobre Superficies Sumergidas

La presion medida como fuerza por unidad de area depende del peso especifico y la
profundidad desde la superficie del liquido. La presidon actla en forma perpendicular al
area superficial que se localiza en un punto especificado. La fuerza resultante ejercida
por efectos de la presidon sobre cuerpos sumergidos se puede determinar con un
procedimiento similar al de la seccién anterior.

Fuerza sobre una placa plana de ancho constante

v' Magnitud de la fuerza resultante:
Vista en dos dimensiones es igual al area trapezoidal.

v Ubicacion de la fuerza resultante
En la linea de accion que pasa por el centroide C del area, y actla en un punto
P llamado centro de presion.

Superficie del liquido

v

7
7
< gl S
Wy '-'-'bpl - //
/s
F, —l(w +W,)L
wy = bp; Donde la carga de presién es:
w =bp
w = Carga de presién (N/m)
X b = Ancho de la placa (m)
P = Presién hidrostatica (Pa)

72



MECANICA

PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 8
Tema: Fuerzas Distribuidas

Seccion
Docente

Unidad: Semana:

APellidOS & i
NOMDBIES & oot e st et
Fecha nf...../2016 Duracion:

Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal ( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1. La viga estd sometida a la carga parabd
el empotramiento.

lica mostrada. Determine las reacciones en

w(x) w = 1000 + 2x®
11000 N/m R 2024
'/ N/m
1 I
i 8m »
A

2. Calcular las reacciones de apoyo en A y B para la viga sometida a las dos cargas

distribuidas linealmente.

‘_C‘O.S m

| 3 KN/m 6 kN/m
L JA
® L ]
3 kN/m '—Q‘LB
6 kN/m
4m ! 24m I 16 m

3. Reemplace la carga distribuida mostrada por una sola fuerza resultante y

especifique su ubicacion medida desde el punto A.
Parabolic _
8 kN/m region
| | \‘}
| 1 1 | L 3PS
Al 1B
= 3m —_— 2m——
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4, Cuando el agua de la marea A desciende, la compuerta de marea gira
automaticamente abriéndose para drenar el agua de la ciénaga B. Para la
condicion de marea alta mostrada, determine las reacciones horizontales
desarrolladas en la articulacién e y en el tope D. La longitud de la compuerta es
de 6 m y su altura de 4 m. pagua = 1 .0 Mg/m3.

R MLl |

5. La seccion transversal de un dique de concreto tiene la forma que se muestra en la
figura. Para una seccion del dique de 1 ft de ancho, determine a) la resultante de las
fuerzas de reaccion ejercidas por el suelo sobre la base AB del dique, b) el punto de
aplicacién de la resultante de las fuerzas de reaccién encontradas en el inciso a) y )
la resultante de las fuerzas de presién ejercidas por el agua sobre la cara BC del
dique.

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados

Beer F., Jhonston R., (2010). “Mecanica Vectorial para Ingenieros - Estatica”. Décima edicidn.
Mc. Graw-Hill Interamericana. México.

Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecdnica - Estatica”. Décimo segunda edicién. Pearson
Educacion. México.

Bedford Fowler. (2013) “Mecanica Vectorial para Ingenieros”. Editorial Addison-Wesley
Iberoamericana, S.A. Estados Unidos.

Meriam J.L. y Kraige L.G. (2007). “Mecéanica para Ingenieros”. Estatica. Séptima Edicion.
Editorial Reverté S.A. Espaia.
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TEMA N©° 9: ANALISIS ESTRUCTURAL
ARMADURAS

DEFINICION DE ARMADURA

Uno de los principales tipos de estructuras que se usan en la ingenieria es la armadura.
Esta proporciona una solucion practica y econdmica para muchas situaciones de
ingenieria, en especial para el disefio de puentes y edificios. Una armadura consta de
elementos rectos que se conectan en nodos. Los elementos de la armadura sélo estan
conectados en sus extremos; por tanto, ningun elemento continla mas alla de un nodo.
Por ejemplo, en la figura no existe un elemento AB, en su lugar existen dos elementos
distintos AD y DB. La mayoria de las estructuras reales estan hechas a partir de varias
armaduras unidas entre si para formar una armadura espacial. Cada armadura esta
disenada para soportar aquellas cargas que actlan en su plano y, por tanto, pueden ser
tratadas como estructuras bidimensionales.

P

Los elementos de una armadura, por lo general, son delgados y sdlo pueden soportar
cargas laterales pequeiias; por eso todas las cargas deben estar aplicadas en los nodos
y ho sobre los elementos. Cuando se va a aplicar una carga concentrada entre dos nodos
0 cuando la armadura debe soportar una carga distribuida, como en el caso de la
armadura de un puente, debe proporcionarse un sistema de piso, el cual, mediante el
uso de travesafios y largueros, transmite la carga a los nodos. Los pesos de los
elementos de la armadura los cargan los nodos. Cada elemento de una armadura puede
considerarse como un elemento a dos fuerzas.
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._\.
Travesaos

> Largeeros
Armaduras tipicas
Pratt Bee i Howe i Fink e
Armaduras tipicas para techo
Pratt : Howe S I Warren I
Baltimore Armadura K =

Armaduras simp

Armaduras tipicas para puentes

les

Estas armaduras consisten de sistemas formados basicamente de tres barras unidas por
pasadores en sus extremos, formando un tridngulo, y luego agregando dos nuevas
barras por cada nuevo nudo formamos armaduras cada vez mas grandes. La experiencia
verifica que una configuracién triangular es la mejor forma de disponer las barras para
soportar cargas sin desplomarse, es decir, se obtiene un sélido rigido estable.

Armadura plana:

Es aquella en la cual las barras y demas elementos de la armadura estan contenidos en

un mismo plano.

Elementos de un

a armadura
cARGA 8000 1b

EXTERNA NUDO CON

= | -
" CARGA o LS NUDO SIN
p -~ C D CARGA
BARRAS
Ny A NUDO DE
APOYO
APOYO \\\
A N APOYO
H G F E
=== [i==x=—w]
)

v Barras o elementos:

Luz !

AB, BC, AH, BH, ......

v" Nudos o nodos: A, B,C, H, ...
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Fuerzas en una armadura

Los elementos de estas estructuras estan sometidos a dos fuerzas iguales y opuestas
dirigidas a lo largo del elemento, fuerzas axiales: Estas pueden ser traccion o
compresion.

ELEMENTO A TENSION O TRACCION ELEMENTO A COMPRESION

P 4 ¢

74 c

e il

Si graficamos las fuerzas en un nudo:

C
/ C = Compresién (Entrante)
T
A > T = Tension (Saliente)
TGOO N

a) Si es necesario se determinan las reacciones en los apoyos considerando como sélido
rigido a la armadura completa,

b) Se escoge un nudo donde no existan mas de dos fuerzas desconocidas, se grafica el
DCL y se aplican las condiciones de equilibrio de fuerzas: ZFx = 0; £ZFy = 0.

c) Se escoge otro nudo verificando las condiciones del paso anterior y aplicando las
condiciones de equilibrio; asi se continla sucesivamente hasta determinar las fuerzas
en todas las barras.

F 4 -,
YRR T N
P iy o
R | ! ’
| g e e
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Miembros de fuerza cero

El andlisis de armaduras podria simplificarse en algunos casos si se identifica qué
miembros no soportan carga. Esos miembros de fuerza cero se usan para incrementar
la estabilidad de la armadura durante la construccion y para proporcionar soporte si la
carga aplicada se modifica.

Normalmente se pueden identificar estos elementos por simple inspeccién.

1. Nudo sin carga formado por dos elementos no colineales.

oD y
\H\,
F E Far
Q)
\ Pl —— i
Al C Fap
B e 2o
— 2F. =0, Fap=20
P +T 2F,=0; Far=0

2. Nudo sin carga formado por tres elementos, dos de ellos colineales.

Fpe

Fpc

/
AN

x y

p i@/

TY3F,=0; Fpa=0
+\ EF}. = 0., FDC = FDE

Cuando se quiere determinar las fuerzas en sélo algunos elementos de la armadura se
procede mas rapido con el método de las secciones.

a) Si es necesario se determinan las reacciones en los apoyos considerando como
solido rigido a la armadura completa.

b) Se dibuja una linea que divida a la armadura en dos partes completamente
separadas pero que no interseque a mas de tres elementos. Cualesquiera de las
dos secciones de la armadura que obtenga después de que los elementos
intersecados han sido “removidos” puede usarse como cuerpo libre.
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c) En la seccidon elegida se deben graficar las fuerzas externas, reacciones en
apoyos si los hubiera y las fuerzas internas en las barras cortadas.

d) Se aplican las condiciones del equilibrio a la seccién elegida: (ZF=0, M=0)
determinando asi las fuerzas en las barras que se desean analizar.

En ocasiones se requieren hacer varios cortes para obtener resultados
esperados.
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 9
Tema: Analisis Estructural - Armaduras

SECCION & APEIIOS © coveveeeeceeeeee e et
Docente : NOMDBIES & oot et e
Unidad: Semana: Fecha  :..../..../2016 Duracién:

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1. Determine en cada caso las fuerzas en cada elemento de las armaduras
mostradas: (Considere recto el dngulo ABD en la primera armadura)

2. Despreciando los pesos de los elementos de la armadura, cuyas dimensiones estan
en metros, apoyada en un pasador en Ay en un rodillo en G. Determine la magnitud
de la fuerza en el elemento DH vy PI.

|-— Sbarrasde4m —c—l

1kN J1kN JIkN J1kN J1kN [1kN
E D C [ { p
3

3. Despreciando los pesos de los elementos, determine, indicando si existe tensién o
compresion las fuerzas axiales en los elementos GH, y CD.

80



°
i ggn’ﬁst'SﬁADL Asignatura: Mecanica Vectorial

7201b 14401b 14401b 7201b

A 8ftl8ft gft ¥y 8ft
S NG

ol

|
|
12 ft
|
|

I

4. La armadura representada por triangulos rectangulos isésceles. Los miembros
que se cruzan en los dos tramos del centro son varillas delgadas que no pueden
trabajar a compresion. Conservar las dos varillas que trabajan a tension y
calcular sus valores. Determine ademas la fuerza en el miembro MN.

A O A . ot & ;)C

5. Sila fuerza maxima que cualquier miembro puede soportar es de 4kN en tensién
y 3 kN en compresion, determine la fuerza maxima P que puede ser soportada
en el punto B. Considered = 1m.

S S ot vt W

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados

Beer F., Jhonston R., (2010). “Mecanica Vectorial para Ingenieros - Estatica”. Décima
edicion. Mc. Graw-Hill Interamericana. México.

Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecanica - Estatica”. Décimo segunda edicidn.
Pearson Educacion. México.

Meriam J.L. y Kraige L.G. (2007). “Mecanica para Ingenieros”. Estatica. Séptima
Edicion. Editorial Reverté S.A. Espafia.
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10.1

CONTINENTAL

TEMA N° 10: FRICCION

Caracteristicas de la friccion.

Friccion, es la fuerza que resiste el movimiento de dos superficies en contacto que
deslizan una sobre otra.

Actlan tangente a la surperficie en los puntos de contacto de los dos cuerpos.

Se opone al movimiento o posible movimiento relativo a los puntos de contacto.
Existen dos tipos de friccion — lubricada y seca o de Coulomb (fue el primero que las
estudié en 1781).

La friccion lubricada existe cuando la superficie de contacto esta separada por una
pelicula de fuido (gas o liquido). Depende de la velocidad del fluido y de su capacidad
para resistir duerzas de corte o cizalla. A

La friccion de Coulomb ocurre entre las superficies de contacto entre los cuerpos en
usencia de un fluido lubricante.
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10.2. Friccion Seca

Considere el efecto causado al tirar horizontalmente de un bloque de peso uniforme
W que descansa sobre una superficie rugosa

Consideremos que las superficies de contacto son no rigidas, esto es deformable,
siendo el resto del bloque rigido.

I W

Pl

La fuerza normal AN, y la de friccion AF, actuan a lo largo de la superficie de contacto.
En el equilibrio, las fuerzas normales actuan hacia arriba para balancear el peso del
bloque W; las fuerzas de friccion actuan hacia la izquierda para oponerse al
movimiento del bloque por la fuerza P.

W

Existen muchas irregularidades microscopicas entre las dos superficies bloque-suelo.
Las reacciones que se producen en cada protuberancia las denotamos por AR..
Cada reaccion se puede descomponer en una componente de friccion AF, y una
normal AN

Equilibrio

El efecto total de las fuerzas de friccion y normales se indican por sus resultantes N
y F.

La distribucion de AF, indica que F es tangente a la superficie de contacto y opuesta
en la direccion de P.

La fuerza normal N se determina de la distribucion de las AN,
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Resultant Normal
and Frictional Forces

N esta dirigida hacia arriba, para equilibrar el peso W.
N actua a cierta distancia x a la derecha de la linea de accion de W

Esta localizacion es el centroide o el centro geometrico del diagrama de cargas, de
manera que aplicada en ese punto, equilibra el efecto de “inclinacion o volcado”
causado por P.

Movimiento inminente
Cuando P se incrementa lentamente, F aumenta de manera similar hasta que toma
un valor maximo Fs, llamado el limite de fuerza estatica de friccion.

Este limite de friccion estatica Fs es directamente proporcional a la fuerza resultante
normal N.

F,=uN

S

W

Impending
= .
motion

Equilibrium

La constante de proporcionalidad us se conoce como el coeficiente de friccion
estatica.

El angulo @5 que Fs forma con N se llama angulo de friccion estatica.

HsN

F
®_ =arctan NS = arctan =arctan(,)

Valores tipicos de Us
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Metal sobre hielo 0.03-0.05
Madera sobre madera 0.30-0.70
Cuero sobre madera 0.20-0.50
Cuero sobre sobre metal 0.30- 0.60

Aluminio sobre aluminio 1.10-1.70

Movimiento

Cuando P es mayor que Fs, la fuerza de friccion toma un valor que es ligeramente
menor que Fs, llamada fuerza de friccion cinetica.
El blogue no se mantendra en equilibrio (P > Fs) sino que deslizara acelerandose.

W
1 — Motion

I'l
—

I.'k

K

La caida de Fs (estatica) a F« (cinetica) se puede explicar examinando las
superficies de contacto.

Cuando P > Fs, Ptiene la capacidad de suavizar o “cortar” las protuberancias.

La fuerza resultante Fx es directamente proporcional a la magnitud de la fuerza
normal resultante.

N, Fx = uxN.
La constante de proporcionalidad ux es el coeficiente de friccion cinetica.

Uk es tipicamente 25% mas pequeno que Us

La resultante Rk tiene una linea de accion definido por @, (el angulo de friccion
cinetica)

N

F
®, =arctan Nk = arctan = arctan( g, )

F es la fuerza de friccion estatica si se mantiene el equilibrio.
F es la fuerza limite de friccion estética cuando alcanza el valor maximo necesario
en el que se puede manterner el euilibrio Fs.

F se llama de friccion cinética cuando ocurre deslizamiento entre las superficies en
contacto.
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No motion | Motion
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10.3. Cuhas

Una cufia es una maquina simple que se usa para transformar una fuerza aplicada
en otra mucho mas grande, dirigida aproximadamente a 90 grados de la fuerza

aplicada.
Tambien se usan las cunas para dar un pequefo desplazamiento o para ajustar una

carga pesada.
Ejemplo una cufa para levantar un bloque de peso W aplicando una fuerza P a la

cuia

P 0
t

\

Impending
- —

motion

DCL de la cunay el bloque:

W Fy
|
% — N,
F, ¢
-— ,.'”
I'l q- T —— J'_ I S )
i 2 TR
# — i
|'11 T
Nl NE

Excluimos el peso de la cuia porque es pequefio comparado con el del bloque.
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 10
Tema: FRICCION

Seccidn
Docente
Unidad: Semana:

Apellidos :
Nombres :

Fecha

Duracion :

INSTRUCCIONES: Resuelva cada ejercicio en grupo de 5 integrantes considerando su diagrama y

proceso. Evite borrones. El orden influird en su calificacidn.

1. El contenedor tiene una masa uniforme de 20 kg. Si una fuerza P = 80 N se

aplica al mismo, determine si permanece en equilibrio. El coeficiente de friccion

estatica es y = 0.3.

2. . El bloque de piedra uniforme tiene una masa de 500kg y se mantiene en posicion

horizontal mediante un cuna en B. Si el coeficiente de friccion estatica es us =

0.3, en las superficies de contacto, determine la fuerza minima P necesaria para
retirar la cuna. Asumir que la piedra no desliza en A.

3. Determine si el bloque do 10 kg mostrado en la figura esta en equilibrio, y

encuentre la magnitud vy la direccion de la fuerza de friccion cuando P = 40N y

8 = 20°.

H,=0.30
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4. Si el coeficiente de friccion estatica entre el bloque de 30 Ib y el plano inclinado
gue se muestran en la figura es Us = 0.25, determine a) el valor minimo de P
necesario para mantener al blogue en equilibrio, b) el valor correspondiente de

B.

30 1b

5. Los coeficientes de friccion entre todas las superficies de contacto son s = 0.40
y Mk = 0.30. Determine la fuerza P requerida para que ol bloque de 30 kg
comience a moverse si el cable AB, a) se une como indica la figura, b) se retira.

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados

Beer F., Jhonston R., (2010). “Mecanica Vectorial para Ingenieros - Estatica”. Décima edicion.
Mc. Graw-Hill Interamericana. México.

Bedford Fowler. (2013) “Mecéanica Vectorial para Ingenieros”. Editorial Addison-Wesley
Iberoamericana, S.A. Estados Unidos.

Meriam J.L. y Kraige L.G. (2007). “Mecanica para Ingenieros”. Estatica. Séptima Edicion.
Editorial Reverté S.A. Espaia.
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TEMA N©° 11: MOMENTO DE INERCIA

La cantidad denominada momento de inercia aparece con frecuencia en los analisis de
problemas de ingenieria. Por ejemplo, los momentos de inercia de areas se utilizan en
el estudio de fuerzas distribuidas y en el calculo de deflexiones de vigas. El momento
ejercido por la presion sobre una placa plana sumergida se puede expresar en términos
del momento de inercia del area de la placa. En dindmica, los momentos de inercia de
masa se usan para calcular los movimientos rotatorios de objetos. Para estudiar estas
aplicaciones, los momentos de inercia deben ser parte de nuestro "vocabulario" técnico.
En este tema mostraremos cédmo calcular los momentos de inercia de areas simples o
de cuerpos y luego usaremos resultados llamados teoremas de los ejes paralelos para
calcular los momentos de inercia de areas o cuerpos mas complejos.

Para el caso de vigas con cargas laterales éstas hacen que la viga se flexione; por tanto,
la viga debe ser resistente a la flexidon para soportar cargas. La resistencia a la flexion
depende directamente del momento de inercia del area de su seccién transversal. A
mayor momento de inercia la viga aumenta su resistencia. En condiciones reales, la
forma de las secciones transversales de las vigas, como los pasos a desnivel carreteros,
o de vias férreas, o de marcos de edificios estan configurados para tener grandes
momentos de inercia.

Momentos de Inercia de un area

La propiedad del drea de una seccion transversal que determina la resistencia a la flexion
respecto a un eje particular de una viga se denomina momento de inercia del area.
Respecto a la figura se define:

3
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Ix = Momento de inercia del drea A respecto al €je x.
Iy = Momento de inercia del area A respecto al eje y.

Tener presente que los momentos de inercia son cantidades siempre positivas, no
nulas, y sus unidades son m* (SI), pie* (sistema inglés).

Momento de inercia polar:

Ademas de los momentos de inercia respecto a los ejes anteriores, muy importante para
rotacion de placas se define respecto al polo O o eje z, donde r es la distancia
perpendicular desde el polo hasta el elemento dA:

Top= / PdA =T +T;
5 _

Se verifica, dado que:

Radio de giro de un area:
El radio de giro de un area respecto a un eje tiene unidades de longitud y es una cantidad
gue se usa a menudo en mecanica estructural para el disefio de columnas, se

determinan asi:
I 1 I
k :1/—)‘; k =4/i; k, = /-;
* A Y A N A

Los radios de giro son cantidades siempre positivas, no nulas, y sus unidades son m
(SI), pie (sistema inglés).

Teorema de los ejes paralelos para un area:

También llamado Teorema de Steiner. El teorema de los ejes paralelos puede usarse
para determinar el momento de inercia de un area con respecto a cualquier eje que sea
paralelo a un eje que pasa a través de su centroide y del cual se conozca el momento
de inercia.

y y

[}
".
L
oy
Il
'-"_
=
=
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\
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:--.
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T
T
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b
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X son los momentos de inercia del area A
respecto a los ejes centroidales.

“El momento de inercia de un area con respecto a un eje es igual al momento de inercia
del area con respecto a un eje paralelo que pase a través del centroide del drea, mas
el producto del area y el cuadrado de la distancia perpendicular entre los ejes”.
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Producto de inercia:
La propiedad de un area, llamada el producto de inercia, es necesaria a fin de determinar

los momentos de inercia maximo y minimo para el area. Estos valores maximo y minimo
son propiedades importantes necesarias para disefiar elementos estructurales y
mecanicos como vigas, columnas y flechas.

El producto de inercia del area de la figura siguiente con respecto a los ejes x y y se
define como:

I, = / xydA
o Ja

v El producto de inercia tiene unidades de longitud a la cuarta potencia, por
ejemplo, m*, mm* o pies?*, pulg*. Sin embargo, como x o y pueden ser cantidades
negativas.

v' El producto de inercia puede ser positivo, negativo o cero, dependiendo de la
ubicacion y orientacion de los ejes coordenados.

Por ejemplo, el producto de inercia Ixy para area sera cero si el eje x, o el eje y, es un
eje de simetria para el area, como en la figura mostrada a continuacién. Aqui, cada
elemento dA localizado en el punto (x, y) tiene un elemento dA correspondiente en (X,
-y). Como los productos de inercia para esos elementos son, respectivamente, xy dA y
_xy dA, la suma algebraica o integracién de todos los elementos que se elijan de esta
manera se cancelaran uno a uno. En consecuencia, el producto de inercia para el area
total se convierte en cero.

De la definicién también se infiere que el “signo” de esta cantidad depende del cuadrante
donde se ubique el drea. Como en el grafico siguiente se muestra el, si el drea se gira
de un cuadrante a otro, el signo de Ixy cambiara.
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I, = —[xydA Iy =[xy dA
y ¥y

| —
-y B4

Iy =[xy dA I, = —[xydA

Finalmente, a continuacién, se tiene una expresién del Teorema de los ejes paralelos
aplicado al producto de inercia de un area:

e
-

I, =Ty + Add,

Tener cuidado, puesto que los signos algebraicos para dx y dy se mantengan al aplicar
esta ecuacion.

Momentos de Inercia de areas compuestas:

Procedimiento:
10 Partes simples componentes.
v" Con un croquis, divida el area en sus partes componentes, formas conocidas, e

indique la distancia perpendicular desde el centroide de cada parte hasta el eje de
referencia.

20 Teorema de los ejes paralelos.

v Si el eje centroidal para cada forma conocida no coincide con el eje de referencia,
debera usarse el teorema de los ejes paralelos, para determinar el momento de
inercia de la parte con respecto al eje de referencia. Para el calculo del momento
de inercia respecto al eje centroidal use tablas de formulas para regiones conocidas.

39Suma.

v El momento de inercia de toda el area con respecto al eje solicitado se determina
por la suma de los resultados de sus partes componentes con respecto a este eje.

v' Si una parte componente tiene un “agujero”, su momento de inercia se encuentra
al “restar” el momento de inercia del agujero de la suma de momentos de inercia
de las demas partes componentes que si conforman el area inicial.
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Propiedades de las figuras planas

1. Tridngulo 2. Enjuta parabdlica’
y Y
a i—r
]
C i
X
| b |
= b = b}
I = 36 L=73
I, = %‘(a: abs+ b?) I, = :’—g(a:+ ab+ )
fo="a-b)  1,=5Casb)

3. Cuarto de circulo

|
!

e,

f—r—

g =S, 26k
. 175 g
oy = RS
,. . I' = 0.0SJSSR‘ ’l = l’ Lo ] - lgb‘h : y"h
R4 I =50 *TS
I, -0.01647R* Isy=7§ P L bh*
LT LR Y

5. Cuarto de elipse

T
"

— X

s = B2 - sin2
I, = 0.05488ab’ 1= 'l_‘::' . = (20 - sin20)
L 4
I=o00ssssa’d  f,= S 1, = &0+ sin20)
_— _a'k’
I, == 00164720 Iy = "—g— I, =0

Propiedades de las figuras planas (Continuacién)

7. Region rectangular 8. Region circular
Yy
Y ’

L o
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 11
Tema: Momento de Inercia
Seccion APEllIdOS & ettt
Docente Nombres :
Unidad: Semana:

Fecha : i /2016 Duracion:
Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1.

Para las secciones transversales de las vigas mostradas. ¢Cual tiene mayor
momento de inercia respecto al eje x?

120 mm
T T
40 mm [N T

T
|

mm
200 mm —

2. En cada caso, para el area sombreada determine el momento de inercia con

respecto al eje x y

al eje y, ademas el radio de giro para cada eje.

).‘
Dimensions
in mm | \
5 mm
45

)

15 mm l

|
|10 157%.15: V10
mm mm mm mm

Como se muestra en la figura, dos angulos de L76 x76 x 6.4 mm se sueldan a un

canal C250 x 22.8.

con respecto a los
respectivamente.

Determine los momentos de inercia de la seccion combinada
ejes centroidales paralelo y perpendicular al alma del canal,
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L76 x 76 x 6.4

,/E]f

u}\C%Oxﬁﬁ

4. Dos canales se sueldan a una placa de acero de d x 12 in., como se muestra en
la figura. Determine el ancho d para el cual la relaciéon de los momentos de inercia

de los momentos de inercia centroidales de la seccion es 16.

== ==
Gin
Cl0x15.3
C X
Gin
=] =

[~-a-]

5. Dos angulos de L5 x 3 x 0.5 in. se sueldan a una placa de acero de 0.5 in.

Determine la distancia b y los momentos centroidales de inercia Ixe Iyde la
seccién combinada si se sabe que Iy = 4 Ix.

¥
b - b
m

(er3x%
‘/ -
Oj_m o) 5

= = 1

1 ! Sin. ~ Sin. !

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados

Beer F., Jhonston R., (2010). “Mecanica Vectorial para Ingenieros - Estatica”. Décima edicion.

Mc. Graw-Hill Interamericana. México.
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Educacion. México.
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Iberoamericana, S.A. Estados Unidos.
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TEMA N©° 12: TRABAJO VIRTUAL

El Principio de Trabajos Virtuales (P.T.V.) fue utilizado por Galileo (1564-1642) para el disefio
y célculo de mecanismos y desarrollado teéricamente con un enunciado mas matematico y
formal por Lagrange (1736-1813), ya que desarrolla la teoria variacional y escribe su
“Mecanica Analitica” donde coloca las bases de dicha disciplina. No obstante a lo anterior el
nucleo tedrico del P.T.V. fue enunciado por Santiago Bernouilli (1654-1705) y por Daniel
Bernouilli (1700-1782): “Si una estructura, estando en equilibrio, sufre una deformacién virtual
debido a la accién de una carga adicional, el trabajo virtual externo de la carga en cuestion,
es igual al trabajo virtual interno, desarrollado por las tensiones causadas por la carga”. En
cuanto a lo que concierne a la mecanica de cuerpos rigidos, dado que por definicién estos
cuerpos no sufren deformacion sino desplazamientos, el P.T.V. debe ser reformulado. El
mismo fue enunciado por Johann Bernouilli en el afio 1717 de la siguiente manera: “Dado un
cuerpo rigido mantenido en equilibrio por un sistema de fuerzas, el trabajo virtual efectuado
por este sistema, durante un desplazamiento virtual, es nulo”. Por tal motivo algunos autores
prefieren llamar la P.T.V como Principio de los Desplazamientos Virtuales (P.D.V.), sin
embargo en el presente texto se conservar’a la denominacién original.

Trabajo
Para empezar definiremos algunos conceptos que serviran de base al Principio de Trabajos
Virtuales.

Trabajo de una Fuerza.

Consideremos una particula A, mostrada en la figura, que sufre un desplazamiento dF debido
a la aplicacion de una fuerza F. La particula material A, cuyo vector posicién inicial es F
pasa a ocupar la posicion A’ definida por el verctor F+dF. El trabajo de la fuerza Tf
correspondiente al desplazamiento dF se define como:
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dU = F«dr

La unidad del trabajo en el Sl es el julio (J).
El producto escalar entre los vectores fuerza y desplazamiento se puede calcular de dos

formas:
dU = Fdscos @
dU=Fdx+F,dy+Fdz

Trabajo total en el recorrido de 1 a 2, seria:
U, = [ Fedr

12

Trabajo en un sdlido rigido
El trabajo de las fuerzas interiores en un soélido rigido es cero, ya que las fuerzas interiores se
cancelan dos a dos. Sélo hay que considerar el trabajo debido a las fuerzas exteriores.

AU =" Foudr,

Siendo i el punto donde esta aplicada la Fex; y dri el desplazamiento de ese punto.
A partir de ahora elimino el subindice exteriores: siempre me estaré refiriendo a ellas cuando
consideremos sélidos rigidos

Trabajo de un par de fuerzas (cupla de fuerzas)

Sean fuerzas F y — F con lineas de accion separadas una distancia a. Equivalen a un
momento de modulo M=aF y sentido antihorario en este caso. El trabajo elemental de ese
par de fuerzas:

dU,, = —F«dra+ Fedrs
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Esos desplazamientos en un sélido rigido han de ser tales que conserven las distancias.
Hay dos posibilidades basicas:
Que todos los puntos se muevan igual (traslacién)

1

A B

Que uno permanezca fijo y los demas giren en torno a él describiendo arcos de
circunferencia con centro en dicho punto (rotacién)

\

A %T drg=L d6
B

L

L -

-

Cualquier otro movimiento es combinacion de ambos.
Trabajo del par de fuerzas en una traslacion:

dra=drs=dr
dU,, = —F-dr + Fedr =0

Trabajo del par de fuerzas en una rotacion, con centro en A:

dr, = adé
ar, B = ad@, tangent a la trayectoria

dU,, = F-drs = F.a.dd = Md6

Si la rotacién y el momento tienen el mismo sentido, como en este caso, el trabajo es
positivo. Si son opuestos, el trabajo es negative.

Por lo que el trabajo de unpar de fuerzas, seria:

dU,, = M-dé

Esta expresion es general para problemas espaciales, en los cuales los pares y los
desplazamientos angulares puede ser tres componentes. En el caso plano se reduce al
simple producto de los modulos con signo + o0 — segun sean del mismo sentido u opuestos:

dW=+ Mde
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Trabajo virtual

Los trabajos que hemos definido eran realizados en desplazamientos reales, en movimientos
que ocurren. Pero también podemos imaginarnos unos desplazamientos hipotéticos, que no
tienen por qué ocurrir: a esos desplazamientos se les llama desplazamientos virtuales, y al
trabajo realizado por las fuerzas en esos desplazamientos ficticios, recibe el nombre de
trabajo virtual.

Para distinguir desplazamientos reales y virtuales, utilizaremos el simbolo delta (J) para
designar los desplazamientos virtuales y los trabajos virtuales correspondientes.

SU = Feor

Donde:
Or : desplazamiento virtual.

real virtual virtual

Principio de los trabajos virtuales

Un sistema de cuerpos rigidos conectados esta en equilibrio si y solo si el trabajo virtual
realizado por todas las fuerzas y pares exteriores que actian sobre el sistema es igual a cero
para cualquier desplazamiento virtual:

En posicién de equilibrio:

SU=Y Fisdr — V5t

Se puede aplicar, dadas las fuerzas, para determinar la posicion de equilibrio 0 a la inversa,
para calcular cuanto debe valer alguna fuerza para que haya equilibrio en una posicién
determinada.

Aunque se puede aplicar para cualquier desplazamiento del sistema, conviene utilizar

desplazamientos compatibles con los enlaces para minimizar el nimero de fuerzas que den
trabajo. Hay ademas que expresarlo so6lo en funcion de las coordenadas independientes
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 12
Tema: Trabajo virtual

SECCION o APEIlIdOS & ..ot
Docente : NOMDBIES & oottt et e
Unidad: Semana: Fecha ¢ if..../2016 Duracion:

Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal ( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1. El sistema de la figura se usa para transportar personas de un nivel a otro
, usando un mecanismo que aplica un par M a la barra AD. El peso del
viajero, asiento y barra CD es Wi, actuando en G. Las otras dos barras son
idénticas y uniformes, pesando cada una W2. Hallar la relaciéon entre M y el
angulo de equilibrio.

2. Las barras articuladas AB y BC tienen longitudes de 3 y 4 m. Un hilo ideal une los
puntos medios de ambas barras. La Unica carga que se considera es la vertical
aplicada en B de 250 N. El sistema esta en equilibrio en la posicidon representada.
Determinar mediante el método de los trabajos virtuales, la tensién en el cable

3. Con el metodo de trabajo virtual, determine la magnitud del par M requerido
para mantener en equilibrio el mecanismo mostrado en la figura
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Para el mecanismo mostrado en la figura, determine las expresiones para 6 y
para la tension en el resorte que corresponden a la posicion de equilibrio. El
resorte de constante k tiene una longitud sin estirar h. Por esto ignore el peso del

mecanismo.

Asignatura: Mecanica Vectorial

Determine la fuerza vertical P que debe aplicarse en G para mantener el
equilibrio del mecanismo que muestra cada figura.

125 mm

300 mm —-i-—-l
Camrml’
E 7
2

250 mm

.

! G 100 mm
| RS ]

=

100 mm

Beer F., Jhonston R., (2010). “Mecanica Vectorial para Ingenieros - Estatica”. Décima edicién.
Mc. Graw-Hill Interamericana. México.

Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecanica - Estatica”. Décimo segunda edicion.

Educacion. México.
Bedford Fowler. (2013) “Mecéanica Vectorial para Ingenieros”. Editorial Addison-Wesley

Iberoamericana, S.A. Estados Unidos.

Pearson
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TERCERA UNIDAD
TEMA N° 13: DINAMICA
Cinematica de particulas

El transbordador espacial se concibié como un método econémico para poner en orbita
personal y equipo. Durante su desarrollo, los ingenieros usaron principios de dinamica
para predecir su movimiento durante el despegue, en Orbita y al aterrizar. Estas
predicciones fueron esenciales para el disefio de su configuraciéon aerodinamica y
estructura, asi como de los motores y del sistema de control. La dindmica es una de las
ciencias en que se basa el disefio de todos los vehiculos y maquinas.

En el disefio de un vehiculo, sea éste una motocicleta o una nave espacial, los ingenieros
deben ser capaces de L disefiar un vehiculo, sea éste una bicicleta o una nave espacial,
los ingenieros deben ser capaces de analizar y predecir su movimiento. Para disefiar un
motor, deben analizar los movimientos predecir su movimiento. Para disefiar un motor,
deben analizar los movimientos de cada una de sus partes/moviles.

Aun al disefar estructuras "estaticas" como edificios, puentes y presas, a menudo deben
analizar los movimientos que provocan las eventuales cargas de viento y los sismos.
partes/moéviles. Aun al disefiar estructuras "estaticas" como edificios, puentes y presas,
a menudo deben analizar los movimientos que provocan las eventuales cargas de viento
y los sismos.

Comenzamos con el estudio del movimiento sin interesarnos aqui las propiedades de los
cuerpos ni las causas de sus movimientos; s6lo queremos describir y analizar el
movimiento de un punto en el espacio. Sin embargo, tenga presente que una particula
puede representar algun punto (como el centro de masa) de un cuerpo en movimiento.
Después de definir la posicidén, velocidad, y aceleracion de un punto, consideramos el
ejemplo mas sencillo: el movimiento a lo largo de una linea recta. Luego mostramos
como el movimiento de un punto a lo largo de una trayectoria cualquiera se expresa y
analiza en varios sistemas coordenados.

Esta parte inicial de la dindmica se denomina cinematica y posteriormente estudiaremos
las relaciones entre las fuerzas y la aceleracion que producen; es decir, la cinética.
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1. Cinematica de una particula:

Es el estudio de la geometria del movimiento. Sirve para relacionar el
desplazamiento, la velocidad, la aceleracidén y el tiempo, sin hacer referencia a la
causa del movimiento.

2. Posicion, velocidad y aceleracion:
Podemos describir la posicion de un punto P escogiendo un de referencia O
presentando el vector de posiciéon r de O a P (Fig. a). Supongamos que P estd en
movimiento respecto a O, de manera que es una funcién del tiempo t (Fig. b).
Expresamos esto con la notacion:

r=r(t)

La velocidad de P respecto a O en el tiempo t se define como:
dr , r(t+ Ar) —r()

= — = |lim
dt A0 At

v

donde el numerador del limite es el cambio de posicién, o desplazamiento de P,
durante el intervalo de tiempo (Fig. c). Asi, la Velocidad es la razén de cambio de la
posicion de P respecto a O.

P+ Ar)
r(t + A -rx(r)

0 0 0
(@) (b) ©

La aceleracion de P respecto a O en un tiempo I se define como:

_ iw_ =1 vt + At) — v(r)‘
dt a0 At

a

donde el numerador del limite es el cambio en la velocidad de P durante el intervalo de
tiempo (Fig. 2). La aceleracién es la razén de cambio de la velocidad de P en el tiempo
I (la segunda derivada respecto al tiempo del desplazamiento), y sus dimensiones son

(distancia)/(tiempo).
/»(4&)

—————“"‘——_-vi”%

v{r+4n v(t+ Ar) = v(1)

v(r)
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3. Movimiento uniforme en linea recta:

El movimiento uniforme en linea recta es un tipo de movimiento en linea recta que a
menudo se encuentra en las aplicaciones practicas. En este movimiento, la
aceleracién a de una particula es cero para todo valor de t. En consecuencia, la
velocidad v es constante.

S t
fds|=vfdt - §S—Sg=vt - s= 55+ vt
Sp 0

4. Movimiento rectilineo uniformemente acelerado:

Es otro tipo muy comun de movimiento. En éste, la aceleracion a de la particula
permanece constante.
v" Velocidad en funcién del tiempo.

v f
/(lv = /a,, dt
J vy J0 V= ygriad

v" Posicién en funcidn del tiempo.

Ry of
ds = [ (vy + a.t) dt _ ; [ = 23
['u 0 ‘ 5§ = 8p+ Vot +5al

v" Velocidad en funcién de la posicion.

v th)
vdv = / a.ds
52 _ 50 _
ju[, 5o v° = v + 2a.(s 50)

5. Movimiento relativo:

Para el movimiento de varias particulas que se mueven de manera independiente a
lo largo de una misma linea, es posible escribir ecuaciones de movimiento
independientes para cada particula.

Movimiento relativo de dos particulas.

Z

Observador en
movimiento

Observador
fijo

X
Si las coordenadas de posicidén ray |s se miden desde el mismo origen, la diferencia
(rs — ra) define la coordenada de posicion relativa de B con respecto A y se
denota por medio de rg/a. Se tiene:

g ="Ty+ g
Derivando con respecto al tiempo se tiene:
Ve =Va+Vga dg =d, +dg,
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 13
Tema: Cinematica de una Particula

ST O —— APEIIAOS © worrserreseers e e
Docente : NOMDBIES & oo st s
Unidad: Semana: Fecha ¢ e ..../2016 Duracion:

Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal ( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1. La lancha de la figura se va moviendo a 20 pie/s cuando su motor se apaga.
Debido a la resistencia aerodinamica, su aceleracion es a = -0.1v? pie/s?". ¢Cual
es la velocidad de la lancha 2 s después?

2. Un trineo de retro impulso parte del reposo y acelera con 312 m/s? hasta que su
velocidad es de 1000 mis. En ese momento encuentra un freno de agua y su
aceleracion es a = - 0.001 v? hasta que su velocidad disminuye a 500 mis. éQué

distancia total recorre el trineo?

3. Un paracaidista salta de un helicéptero y va cayendo en linea recta a 30 m/s
cuando se abre su paracaidas. A partir de ese momento su aceleracion es
aproximadamente igual a @ = g - ¢v?, donde 9.81 m/s? y ¢ es una constante.
Después de un periodo inicial de "transiciéon", desciende a una velocidad de 5
m/s casi constante.

(a) éCual es el valor de e y cuales son sus unidades SI?
(b) ¢A gué desaceleracion maxima esta sometido?
(c) éCual es su velocidad cuando ha caido 2 m desde el punto en que se abre

su paracaidas?
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4. Una bola de acero se libera del reposo en un recipiente de acero. Su aceleracion
hacia abajo es a = 0.9g - cv, donde g es la aceleracién debida a la gravedad al
nivel del mar y ¢ es una constante. é¢Cual es la velocidad de la bola en funcién

del tiempo?

5. Un oscilador consiste en una masa y un resorte conectados como se muestra. La
coordenada s mide el desplazamiento de la masa respecto a su posicion cuando
el resorte no esta estirado. Si el resorte es lineal, la masa estd sometida a una
desaceleracion proporcional a s. Suponga que a = -4s m/s 2 y que la masa tiene
una velocidad v = 1 m/s en la posicion s = 0.

(a) ¢Qué distancia se movera la masa hacia la derecha antes de que el resorte

la detenga?
(b) ¢Qué velocidad tendra la masa cuando regrese a la posicion s =07?

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados
Beer F., Jhonston R., (2010). “Mecanica Vectorial para Ingenieros - Dinamica”. Décima edicion.

Mc. Graw-Hill Interamericana. México.
Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecénica - Dindamica”. Décimo segunda edicion. Pearson

Educacion. México.
Bedford Fowler. (2013) “Mecanica Vectorial para Ingenieros”. Dinamica. Editorial Addison-

Wesley Iberoamericana, S.A. Estados Unidos.
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TEMA N©° 14: SEGUNDA LEY DE NEWTON
CINETICA DE PARTICULAS

La dindmica es la parte de la fisica que estudia las relaciones entre los
movimientos de los cuerpos y las causas que los provocan, en concreto las fuerzas que
actlan sobre ellos. Para entender estos fenomenos, el punto de partida es la
observacion del mundo cotidiano. Si se desea cambiar la posicion de un cuerpo en
reposo es necesario empujario o levantarlo, es decir, ejercer una accidn sobre él. Aparte
de estas intuiciones basicas, el problema del movimiento es muy complejo: todos
aquellos que se observan en la naturaleza (caida de un objeto en el aire, movimiento
de una bicicleta, un coche o un cohete espacial) son complicados.

De lo anterior, ahora requerimos analizar el problema del movimiento de un cuerpo
desde un punto de vista de sus causas y efectos, por ello la segunda de las tres leyes
de Newton para relacionar tal situacion con las fuerzas que producen el movimiento y
los sistemas acelerados.

1. Segunda ley de Newton,

La fuerza sobre una particula es igual a la razén de cambio de su producto de su
masa y de su velocidad, es decir de su cantidad de movimiento.

_a
ZF_dt(mv)

En funcion de la aceleracion y fuerza la segunda ley de Newton se enuncia asi: “E/
cambio de movimiento es directamente proporcional a la fuerza motriz impresa y
ocurre segun la linea recta a lo largo de la cual aquella fuerza se imprime”.

Luego si la fuerza resultante que actla sobre una particula no es cero, la particula
tendra una aceleracion proporcional a la magnitud de la resultante y en la direccién

de esta fuerza.
> F=ma

v" Recordemos que la cantidad de movimiento es una magnitud fisica
vectorial que describe el movimiento de un cuerpo en cualquier
teoria mecanica.
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v' Si se conocen la masa de una particula y la fuerza que actla sobre ella, con la
segunda ley podemos determinar su aceleracién. Ya aprendimos a determinar la
velocidad, posicidn y trayectoria de un punto si se conoce su aceleracién. Por
tanto, la segunda ley ayuda a determinar el movimiento de una particula si se
conoce la fuerza que actua sobre ella.

v/ Sistemas de referencia inerciales: La primera ley de Newton sirve para definir un
tipo especial de sistemas de referencia conocidos como sistemas de referencia
inerciales, que son aquellos desde los que se observa que un cuerpo sobre el que
no actla ninguna fuerza neta se mueve con velocidad constante.

v" Un sistema de referencia con aceleracion (y la aceleracion normal de un sistema
rotatorio se incluye en esta definicion) no es un sistema inercial, y la observacién
de una particula en reposo en el propio sistema no satisfara las leyes de Newton
(puesto que se observara aceleracién sin la presencia de fuerza neta alguna). Se
denominan sistemas de referencia no inerciales.

2. Ecuaciones de movimiento,
Considérese una particula de masa m sobre la que actdan varias fuerzas. Se tiene

que la segunda ley de Newton puede expresarse mediante la ecuacion: XF =ma
Que relaciona las fuerzas que actuan sobre la particula y el vector ma.

Componentes rectangulares.- Al descomponer cada fuerza F y la aceleracion a en
componentes rectangulares, se escribe:

S(Fi+F,j+Fk)=m(@,i+a,j+ak)

De lo que se deduce:

Y F,=ma, Y F =ma, > F=ma,

3. i
Al descomponer las fuerzas y la aceleracion de la particula en componentes a lo largo
de la tangente a la trayectoria (en la direccién de movimiento) y la normal (hacia el
interior de la trayectoria)

n \
IF,
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 14
Tema: Segunda ley de Newton

Seccion APEIIIOS & eeereieree ettt
Docente NOMDBIES & oottt e et
Unidad: Semana: Fecha twif...../2016 Duracion:

Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal ( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1. El cangilén B de la figura pesa 400 Ib la aceleracién de su centro de masa es a

= -30i - |0j (pie/s?). Determine las componentes x y y de la fuerza total ejercida
sobre el cangilon por sus soportes.

2. La carretilla A de la gria mostrada se mueve hacia la derecha con aceleracion
constante, y la carga de 800 kg se mueve sin oscilar.
(a) éCual es la aceleracion de la carretilla y de la carga?

(b) éCual es la suma de las tensiones en los cables paralelos que soportan la
carga?

3. Cada caja de la figura pesa 50 Ib Y se puede ignorar la friccién. Si las cajas
empiezan a moverse del reposo en t O, determine la magnitud de sus velocidades
y la distancia que se han movido desde su posicion inicial en t = 1 s.
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4. En un proceso de ensamblado en linea, un paquete de 20 kg parte del reposo y
se desliza hacia abajo por la rampa lisa. Suponga que se quiere disefiar el
dispositivo hidraulico B mostrado para que ejerza una fuerza constante de
magnitud F sobre el paquete y lo detenga en una distancia de 100mm. ¢{Cual es
la fuerza F requerida?

5. ¢Cual es la aceleracion del collarin A de 8 kg respecto a la barra lisa?

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados

Beer F., Jhonston R., (2010). “Mecanica Vectorial para Ingenieros - Dinamica”. Décima
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Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecanica - Dinamica”. Décimo segunda edicion.

Pearson Educacion. México.
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TEMA N° 15: CINEMATICA Y MOVIMIENTO DE CUERPOS RIGIDOS

1. Cinematica del cuerpo rigido.

1.1. Tipos de movimiento de un cuerpo rigido
1.1.1.  Traslacion
La traslacion ocurre cuando todas las particulas que forman el cuerpo rigido se
mueven a lo largo de trayectorias paralelas. Es decir, cuando un segmento

recto entre dos puntos dentro del cuerpo mantiene la misma direccidén durante
el movimiento.

Traslacion rectilinea: Cuando las trayectorias del movimiento de 2 particulas
cualquiera del cuerpo forman lineas rectas equidistantes.

Traslacion curvilinea: Cuando las trayectorias del movimiento de 2 particulas
cualesquiera del cuerpo forman lineas curvas equidistantes.

punto
mugrto
infdrior

retroceso
refroceso
refroceso

carrera

avance
avance

paro

iy

motor de
explosion interna
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1.1.2.  Rotacidn alrededor de un eje fijo

En este movimiento las particulas del cuerpo se mueven en planos paralelos a través de circulos
centrados sobre el mismo eje fijo. Si el eje interseca al cuerpo rigido, las particulas localizadas
sobre el eje tienen velocidad cero, y aceleracion cero.

< / Rotacion
S

1.1.3. Movimiento plano general

Cualquier movimiento en el plano que no esté destinado a ser cualquiera
de los dos tipos de movimientos, ya sea traslacion o rotacién es
determinado como movimiento plano general.

En muchos casos el movimiento plano general se da cuando un cuerpo
experimenta una combinacion de traslacion y rotacién. La traslacién ocurre
dentro de un plano de referencia y la rotacién sobre un eje perpendicular a
dicho plano de referencia.
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1.2,

1.3.

Traslacion

Cuando un cuerpo rigido esta en traslacién, todos los puntos del cuerpo tienen la misma
velocidad y la misma aceleracion en cualquier instante dado. En el caso de traslacion
curvilinea, la velocidad y aceleracion cambian en direccién y en magnitud.

Considerando los puntos A y B sobre el cuerpo rigido mostrado, se cumple la siguiente
relacién entre las posiciones respecto a un sistema de coordenadas fijo:

Ig =Tyt 1Ig,

Como el vector I, mantiene una direccion y magnitud constante durante la
traslacion ya que Ay B permanecen en el mismo cuerpo rigido, la derivada de
Iga=0

,;B = ’;A + r'B/A

Por lo tanto:

Vg =V,
dg =4,
En el caso de traslacion rectilinea todas las particulas del cuerpo se mueven a
lo largo de lineas rectas paralelas y su velocidad y aceleracion se mantienen en
la misma aceleracién durante el tiempo completo.

Rotacion alrededor de un eje fijo

La relacién entre velocidad, posicion y aceleracion para la rotacién en un eje fijo puede
ser demostrada en términos tridimensionales, o un acontecimiento plano. La
presentacion general proporciona un entorno fundamental para entender la presentacion
plana.
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1.3.1.

Rotacion de una placa representativa

La rotacidn de un cuerpo rigido alrededor de un eje fijo puede definirse
mediante el movimiento de una placa representativa en un plano de
referencia perpendicular al eje de rotacién. El plano xy es el plano de
referencia, y el eje de giro es el eje z, perpendicular al plano xy.

y

El vector velocidad angular @ tiene la direccion del vector unitario K en
el eje “z” positivo cuando gire en sentido anti horario.

® = oK

Por definicion la velocidad de cualquier punto de la placa, estd dada
por el producto vectorial:
V=wkxr

Puesto que ry k son perpendiculares, la magnitud de la velocidad v
es:

V =wr
La direccién de la velocidad es tangente a la trayectoria que forma la particula

en el movimiento de rotacion. Es decir, a 90° de la direccion del radio en el
sentido de movimiento.

Y
‘ /u;:((er
B
K-\% =—wor
(O )e:
x
\_/“,«\a) = wk

Y — o= ok
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De igual manera el vector aceleracién angular “ @ ” tiene la direccién K en el eje
Z positivo cuando gire en sentido anti horario.

a=ak

Por definicién la aceleracion tangencial de cualquier punto de la placa, esta dada
por el producto vectorial:

Puesto que ry k son perpendiculares, la magnitud de la aceleracién tangencial
es:

a=ar

La aceleracién centripeta o normal se define como el producto de:

a,=wx(@xr)=exv=-a"xr

El mdédulo de la aceleraciéon normal es:

La direccion de la aceleracion normal es siempre hacia el centro de rotacion, es
decir opuesta a la direccion radial.
El vector aceleracién total del movimiento de rotacién es:

1.3.2.  Ecuaciones que definen el movimiento alrededor de un egje fijo.

Como un cuerpo rigido rota alrededor de algunos ejes fijos, la coordenada
angular cambia con el tiempo. La coordenada angular puede ser expresada

como una funcién del tiempo “t”. La relacién entre la coordenada angular,
velocidad, aceleracién y tiempo son:

do
w=—
dt
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Dos casos particulares de rotacién en un eje fijo son frecuentemente
encontrados:

Rotacion Uniforme.- en caso de rotacion uniforme la aceleraciéon angular es
cero. Por lo tanto, solo una de las ecuaciones es aplicable.

t 0
j@t:jde
0 0,

Integrando resulta: 0=0, +owt

Rotacion Uniformemente Acelerada.- en este caso la aceleracion angular
es constante. Por lo tanto, tres ecuaciones pueden ser derivadas para dicho

movimiento:

Q
SS)
Il
ot—
3
i
D
Il
D
+
o
+
I
X

lZ 2]
Jadé’: jadQ—>Q2 =0’ +2a(0-6,)
o, ,

Recuerde que estas ecuaciones son solo aplicables cuando la aceleracion
angular es constante. Para otras situaciones se tiene que integrar de las

anteriores.
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Para el caso de cuerpos rigidos en tres dimensiones se debera tomar en cuenta
un analisis vectorial de las variables posicién, velocidad y aceleracion.

.

W= 0k

1.4. Movimiento plano general
El movimiento plano general es un movimiento que puede ser modelado como una
combinacion de dos tipos de movimientos. El movimiento general en el plano es la
suma de la traslacién pura y la rotacién en un eje fijo.
B"l

By
/’?i\\

+ Rotation about A

Translation with A

Plane motion
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By |y
T 1
B, ‘ R —
| N

Plane motion = Translation with A + Rotation about A

(a)

By Byl |
l l I I
i By
32 b o BZ E\\ + g‘: B
e e
N ‘ Q ‘ .
.\\_:::\ . i \\\\ ! x.\..:“\':\_\
- . 4 W
E— ;ﬁ:i | e xﬁ jf 4, = X - . \ )‘Pi
™ | ‘\«_.'.\_H\
Apf——r] 4, \\\
\
uYX
o~ :
A’ A"
Plane motion = Translation with B + Rotation about B

1.4.1. Velocidad absoluta y velocidad relativa

Segun el analisis grafico del movimiento plano que se presenta, se puede
deducir que:

Vg =V, + Vg4
Vga=0KXIg,

Vgia = @OF
Donde “r” es la distanciade Aa B.

Vg=Va+wKxrg,
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.
va Va ¥
VB i
—
A i

Plane motion = Translation with A + Rotation about A VB=V4+ VpA

Para el movimiento de varillas:
Suponiendo que se conoce la velocidad V, se propone encontrar la

velocidad V y la velocidad angular de la varilla, la longitud “z " y el

angulo 4.
Se escoge al punto A como punto de referencia y se expresa que el movimiento
dado es equivalente a la traslacion con Ay una rotacion simultanea alrededor

de A.
Vg =V, + Vg,

Tomemos en cuenta que se desconoce la direccion de Vg, 4 pero se conoce la

direccion de V, con lo que se puede completar el diagrama de velocidades
del sistema.

Plane motion = Translation with A +  Rotation about A VB=Va+VB/a

Al despejar las magnitudes de V; y @ utilizando el triangulo de
velocidades, se tiene:

Vg =V, tand
v v
w = —BIA — A
l 1C0S @

El mismo resultado se consigue utilizando B como punto de referencia,
de manera que:

Va=Vg+ Vg
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B (fixed)

o'\

* VaB

VB

&

Plane motion = Translation with B + Rotation about B V4 =Vp+Vyun

Importante: La velocidad angular @ de un cuerpo rigido en
movimiento plano es independiente del punto de referencia.

Vera

Translation + Rotation

Movimiento plano

Rolling Motion

Manivela

Embolo
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Movimiento de mecanismo biela — manivela

Plane motion = Translation T Rotation

Movimiento plano

1.4.2.  Aceleracion absoluta y relativa

dg =4d, tag,

y
. R el
y A bk A (fixed)
[ ‘ \\ ) v
A N N ag
< N A anra)
| + _ \\‘ aB/a/n
A \ N \ apa =3
\ | (2ra) 4 (ap/a) -
| B | B/A)n | Bl a, LN
| - / 3 AB/A/E
\ [ a, 3 y
\ Y \ S
. . g
Plane motion & Translation with A + Rotation about A

Vectorialmente:
(@ga); =aKkxrpg,

2
(8pip)y =—@ XI'ga

Escalarmente:
(@ga), =ar

(@ga)y = °r

Ag=a,+aKkKxrg,— 0)2£B/A
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Conociendo la velocidad V , y la aceleracion &, , se determina la aceleracion

y la aceleracion angular @ de la varilla. Al elegir A como punto de referencia,
se expresa que el movimiento dado es equivalente a una traslacion con Ay a
una rotacion alrededor de A. La aceleracion absoluta de B debe ser igual a la

suma.:
g =a,+dg,
8g =3, +(8ga); +(8g1a),
(ag,,), =’ dirigida hacia A
(@g4); =1, perpendicular a AB
. \0\{ . B\U\\ *l..\
- \9 I i \\
b A\
BN \
) 0\ — I B,
‘ \\\\ —_ \.\\
\ B
! \\ 4 | \A\ A

A (fixed)

Plane motion = Translation with A — Rotation about A

Movimiento plano de cuerpos rigidos. Fuerza y aceleracion

2.1.

Ecuaciones del movimiento de un cuerpo rigido. Momento angular

Las relaciones existentes entre las fuerzas que actian sobre un cuerpo rigido, la forma
y la masa del cuerpo y el movimiento producido se estudian como cinética de los
cuerpos rigidos. En general, el andlisis que se da a continuacién se restringe al
movimiento plano de losas rigidas y cuerpos rigidos simétricos con respecto al plano

de referencia.

Las dos ecuaciones para el movimiento de un sistema de particulas se aplican al caso
mas general del movimiento de un cuerpo rigido. La primera ecuacién define el

movimiento del centro de masa G, del cuerpo.

ZF:ma
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Donde:
m : masa del cuerpo
a : aceleracion de G.

La segunda se relaciona con el movimiento del cuerpo relativo a un marco centroidal
de referencia.

ZMG =H,
Donde:
H : razén de cambio del momento angular H_. del cuerpo alrededor de su
G G
centro de masa G.
Estas ecuaciones expresan que el sistema de las fuerzas externas es equipolente al
sistema que consta del vector IMa adscrito a G y el par del momento HG .

Para el movimiento plano de losas rigidas y cuerpos rigidos simétricos con respecto al
plano de referencia, el momento angular del cuerpo se expresa como:

H;=low
Donde:
l :momento de inercia del cuerpo alrededor de un eje centroidal perpendicular
al plano de referencia
w : velocidad angular del propio cuerpo. Si se derivan los dos miembros de esta
ecuacion:
Hg=lo=la

ZMG:HG:[d):la

IMPORTANTE: Para Hallar Momento de Inercia !

Disco

Nl-—i
3
i

n

Anillo

:

Esfera

IS
3
P}

%]

Cilindro
{ { \ 1mR2
oo | o
Varilla
1 2
C ) —ml
4 12
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2.2

Para el caso restringido que aqui se considera, la razén de cambio del momento
angular del cuerpo rigido se puede representar por un vector con la misma direccion

que la de a (es decir, perpendicular al plano de referencia) y de magnitud 1a.

Principio de D’Alembert

El movimiento plano de un cuerpo rigido simétrico respecto al plano de referencia se
define por las tres ecuaciones escalares:

ZEX =ma, F, Fy ‘}
S'E. - ma, ™ ‘/‘ |

Illf_l
=k D
> Mg =l J/ i &
o

F

Las fuerzas externas que actlan sobre un cuerpo rigido en realidad son equivalentes
a las fuerzas eficaces de las diversas particulas que forman el cuerpo. Esta proposicion
se conoce como principio de d’Alembert.

El principio de d’Alembert se puede expresar en la forma de un diagrama vectorial, en
donde las fuerzas eficaces se representan por un vector MmMa adscrito a G y un par

[a En el caso de una losa en translacién como observamos en la figura, las fuerzas
eficaces se reducen a un solo vector IT1d; en tanto que en el caso particular de una
losa en rotacién centroidal, se reducen sélo al par [a; en cualquier otro caso del

movimiento plano, deben de incluirse tanto el vector M como el !0( .

F F,

3 -~

. na
i F. = B G b
Io,

Cualquier problema relacionado con el movimiento plano de una losa rigida se puede
resolver al trazar una ecuacion de diagrama de cuerpo libre semejante a la que se
muestra. Entonces se pueden obtener tres ecuaciones del movimiento al igualar las
componentes x, las componentes y y los momentos alrededor de un punto arbitrario A,
de las fuerzas y vectores que intervienen.

Se puede aplicar este método para resolver problemas que comprenden el movimiento
plano de varios cuerpos rigidos conectados.

Algunos problemas, como la rotacion no centroidal de barras y placas, el movimiento
de rodadura de esferas y ruedas y el movimiento plano de diversos tipos de
eslabonamientos, que se mueven bajo restricciones, deben complementarse con
andlisis cinematico.
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2.3.

Sistemas cuerpos rigidos

El método que se describe en la seccidn anterior también puede emplearse
en problemas que implican el movimiento plano de varios cuerpos rigidos
conectados. Para cada parte del sistema, es posible dibujar un diagrama
similar a:

ma F3

. = 0

—ma

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de estos diagramas se
resuelven de manera simultanea.

En algunos casos, basta con dibujar un solo diagrama para todo el sistema.
Este diagrama incluira todas las fuerzas externas, asi como los vectores

ma vy los pares !05 asociados con las diversas partes del sistema.

Sin embargo, fuerzas externas como las ejercidas por cables de conexién,
pueden omitirse, ya que ocurren en pares de fuerzas iguales y opuestas vy,
por ello, son equipolentes a cero. Las ecuaciones obtenidas al expresar que
el sistema de las fuerzas externas es equipolente al sistema de las fuerzas
efectivas se resuelve para las incégnitas restantes.

No es posible utilizar este segundo planteamiento en problemas que
implican més de tres incognitas, ya que sélo se dispone de tres ecuaciones
de movimiento cuando se usa un solo diagrama.
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Tema: Segunda ley de Newton
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INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1. El ensamble mostrado en la figura, consiste de una barra recta ABC que pasa a través y esta
soldada a la placa rectangular DEFH. El ensamble rota alrededor del eje AC con una
velocidad angular constante de 9 rad/s . Sabiendo que el movimiento visto desde el extremo
C es antihorario, determine la velocidad y aceleracion de la esquina F.

i

1 75 1 == | TS i -

100 mm
o) ;

’ X
Z 100 1

N f
(A
|

=
100
rd

LOX am

2. Lavarilla acodada ABCD gira con velocidad angular constante de 75 rad/s alrededor de una
linea que une los puntos Ay D. Si en el instante considerado la velocidad de la esquina C va
hacia arriba, determine velocidad y aceleracién para la esquina B.

120 mm ‘

Y0 mm

3. La placa circular de 250mm mostrada en la figura, esta inicialmente en reposo y tiene una
. . . nt .
aceleracion angular definida por la relacion @ = &, COS(?). Sabiendo que T =1,5sy
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que &, = 10vrad/s?, determine la magnitud de la aceleracion total del punto B, cuando: (a) t

=0,(b)t=0,5()t=0,75.

-

= ( :
a ¥

W

4. Elradio del engrane central A del sistema de engranes planetarios mostrado es &, el radio de
cada uno de los engranes planetarios es b y el radio del engrane exterior Ees (a-+ 2b). La
velocidad angular del engrane Aes @, en sentido horario y el engrane exterior es estacionario.

() .
Si la velocidad angular de la arafia BCD debe ser % en sentido horario, a) determine el

valor requerido de la relacion % (b) la velocidad angular correspondiente de cada engrane

planetario.

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados

Beer F., Jhonston R., (2010). “"Mecanica Vectorial para Ingenieros — Dindmica”. Décima
edicion. Mc. Graw-Hill Interamericana. México.

Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecanica — Dindmica”. Décimo segunda edicién.

Pearson Educacién. México.
Bedford Fowler. (2013) “Mecdnica Vectorial para Ingenieros”. Dindamica. Editorial

Addison-Wesley Iberoamericana, S.A. Estados Unidos
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CUARTA UNIDAD

TEMA Ne¢ 16: CINETICA DE CUERPOS RiGIDOS EN TRES DIMENSIONES.

1.

Body 2

Body 1

original a

a4

Estudios previos.

1.1.

1.2.

1.3.

Cinematica. Estudia la geometria del movimiento, sin tener en cuenta las fuerzas
que lo provocan. Es importante caracterizar el movimiento como de traslacion
rectilinea o curvilinea, de rotacion alrededor de un eje fijo 0 como movimiento plano
general, para la resolucién de ejercicios.

Traslacion. Cuando el cuerpo se mueve con traslacién rectilinea o curvilinea, todos
sus puntos tienen el mismo movimiento.

Vg =V,
dg =4,

Rotacion respecto de un eje fijo.
Movimiento angular.
Aceleracion angular variable. Siempre que se dé una relacion matematica entre

cualquiera de dos de las cuatro variables, 0, v, o y I, entonces puede
determinarse una tercera variable al resolver una de las siguientes ecuaciones, las
cuales se refieren a las tres variables.

a):% a:@ adlf = wdw
at dt

Aceleracion angular constante. Las siguientes ecuaciones son aplicables cuando
es absolutamente cierto que la aceleracién angular es constante.
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1.4.

0=0,+ a)ot+%act2

w=0w,+a.l

o =’ +2a,(0-6))

Movimiento del punto P.
Con @ y & determinadas, el movimiento del punto P puede especificarse con las
siguientes ecuaciones vectoriales o escalares.

V=wor ->V=woxr

a=ar ,

a=axr-or

I~

a =w’r

Movimiento plano general y analisis de movimiento relativo.

Recuerde que cuando se colocan ejes trasladantes en el “punto base” A, el
movimiento relativo del punto B con respecto a A es simplemente movimiento
circular de B con respecto a A. Las siguientes ecuaciones son aplicables a los dos
puntos A y B localizados en el mismo cuerpo rigido.

Vg =V, +Vga=VatOXIpy
. _ 2
dg=da,tdg,=a,taAXIgs—W gy

Cinética. Estudia las fuerzas externas que provocan el movimiento. Cuando se
aplican las ecuaciones necesarias, es importante establecer primero el sistema de
coordenadas inercial y definir las direcciones positivas de los ejes. Las direcciones
deberan ser las mismas que las seleccionadas cuando se escribe cualquiera de las
ecuaciones de cinematica si llega a ser necesaria una solucién simultanea.

Ecuaciones de movimiento.

Estas ecuaciones se utilizan para determinar los movimientos acelerados o las
fuerzas que provocan el movimiento. Si se utilizan para determinar la posicion,
velocidad o el tiempo del movimiento, entonces se tendra que considerar la
cinemética para completar la solucion. Antes de aplicar las ecuaciones de
movimiento, siempre trace un diagrama de cuerpo libre para identificar todas las
fuerzas que actian en el cuerpo. Ademas, establezca las direcciones de la
aceleracion del centro de masa y la aceleracion angular del cuerpo. (También puede
trazarse un diagrama cinético para representar maG e IGA graficamente. Este
diagrama es en patrticular conveniente para descomponer maG en componentes y
para identificar los términos en la suma de momentos ©(mk)P.)

Las tres ecuaciones de movimiento son

> F.=m(@s),
S F, = mia),
ZMG =l.a

Trabajo y energia.
La ecuacion de trabajo y energia se utiliza para resolver problemas que implican
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fuerza, velocidad y desplazamiento.
Antes de aplicar esta ecuacién, siempre trace un diagrama de cuerpo libre del
cuerpo para identificar las fuerzas que realizan trabajo. Recuerde que la energia

cinética del cuerpo se debe al movimiento de traslacion del centro de masa, Vg, y
al movimiento de rotacion del cuerpo, @ .

7; + zumz = Tz
Donde:

T:%mvé+% 0

U = I Fcoséds fuerza variable

Ur = F,cosd(s,-s,) fuerza constante

U, =-WAy peso

U, = —(% ks2— %ksf) resorte

U, = M6 momento de par constante

Si las fuerzas que actuan en el cuerpo son fuerzas conservadoras, entonces
aplicamos la ecuacion de la conservacion de la energia.

TV =T,+V,

Donde:
V=V +V,
V, =Wy
V, = 1ks?

Impulso y cantidad de movimiento.

Los principios de impulso y cantidad de movimiento lineal y angular se utilizan para
resolver problemas que implican fuerza, velocidad y tiempo. Antes de aplicar las
ecuaciones, trace un diagrama de cuerpo libre para identificar todas las fuerzas que
crean impulsos lineales y angulares en el cuerpo. Ademads, establezca las
direcciones de la velocidad del centro de masa y la velocidad angular del cuerpo
justo antes y justo después de que se aplican los impulsos.

m(ve), + Y [ Fat = m(ve),
(Ha) + X [ Medt = (Ho),
(H,), + X [ Mydt = (H,),

Conservacion de cantidad de movimiento.

Si en el cuerpo actuan fuerzas no impulsoras en una direccién particular, o si los
movimientos de varios cuerpos intervienen en el problema, entonces considere
aplicar la conservacién de cantidad de movimiento lineal o angular en la solucién.

m(!G)1 = m(!G)z
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Rotacion alrededor de un eje fijo.

Cuando un cuerpo rigido gira alrededor de un eje o punto fijo, la distancia r del punto de
una particula localizada en el cuerpo es la misma para cualquier posicién del cuerpo. Por
tanto, la trayectoria del movimiento de la particula queda en la superficie de una esfera de
radio rcon su centro en el punto fijo.

2.1. Teorema de Euler. El teorema de Euler establece que dos rotaciones
“componentes” alrededor de ejes diferentes que pasan por un punto equivalen a una
sola rotacion resultante alrededor de un eje que pasa por el punto. Si se aplican mas
de dos rotaciones, pueden combinarse en pares y cada par puede reducirse y
combinarse aln mas en una rotacion.

2.2. Rotaciones finitas. Silas rotaciones componentes utilizadas en el teorema de Euler
son finitas, es importante mantener el orden en el que se aplican. Para demostrar

esto, considere las dos rotaciones finitas 01 = 192, aplicadas al bloque como se

muestra en la figura. Cada rotacion tiene una magnitud de 90° y una direccion
definida por la regla de la mano derecha, como se indica con la flecha. La posicion
final del bloque se muestra a la derecha. Cuando estas dos rotaciones se aplican

en el orden 492 = 6@, como se muestra en la figura siguiente, la posicion final del
blogue no es la misma que la de la figura anterior. Como las rotaciones finitas no
obedecen la ley conmutativa de la adicion (6, + 6, # 6, +6,), no pueden
clasificarse como vectores.

Z Z Z
T 0, = 90°
P
I
0, = 90°
\ p—
= N

4 < 7
T 8, = 90°
T
Iy
6, = 90° :
y y y

.Y/ .’C/ \/
2.3. Velocidad angular. Si el cuerpo se somete a una rotacién angular dO alrededor

de un punto fijo, la velocidad angular del cuerpo se define por medio de la derivada
con respecto al tiempo,

w=0
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2.4.

Eje instantineo

de rotacion
t\/{ @ w,
P \, e —Z
2 A, L
\ \
Al

/
X

0

La linea que especifica la direccion de @, la cual es colineal con dé se conoce
como eje de rotacion instantaneo. En general, este eje cambia de direccion durante

cada instante. Como d@es una cantidad vectorial, @ también lo es, y se
desprende de la adicidn vectorial que si el cuerpo se somete a dos componentes de

movimientos angulares @, = 0, y @, = 0,, la velocidad angular resultante es:
w=0+a,.

Aceleracion angular. La aceleracion angular del cuerpo se determina con la
derivada con respecto al tiempo de su velocidad angular, es decir,

a=w

Para movimiento con respecto a un punto fijo, & debe responder del cambio tanto
de magnitud como de direcciéon de @, asi que, en general, la direccién de & no es
a lo largo del eje instantaneo de rotacion.

o)

Eje instantineo
«© de rotacion

A medida que cambia la direccion del eje instantaneo de rotacion (o la linea de
accion de @) en el espacio, el lugar geométrico del eje genera un cono espacial
fijo, Si el cambio de direccidn de este eje se considera con respecto al cuerpo que
gira, el lugar geométrico del eje genera un cono corporal.

En un instante dado, estos conos se encuentran a lo largo del eje instantaneo de
rotacion, y cuando el cuerpo esta en movimiento, el cono corporal parece que rueda
sobre la superficie interna o sobre la superficie externa del cono espacial fijo. Dado
que la cabeza del vector @ describe las trayectorias definidas por los extremos
abiertos de los conos, entonces (@ debe actuar tangente a estas trayectorias en
cualquier instante dado, puesto que el cambio con respecto al tiempo de @ es igual
aca.
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Eje instantianco
de rotacion

Cono espacial

Cono corporal

2.5. Velocidad. Conocido @, es factible determinar la velocidad de cualquier punto en un
cuerpo que gira alrededor de un punto fijo.

V=oxr

Donde:
r : define la posicion del punto medida con respecto al punto fijo.

2.6. Aceleracién. Si en un instante dado @ y & son conocidas, la aceleracion de un
punto se obtiene con la derivada con respecto al tiempo, la cual resulta:

a=axr+wox(wxr)

3. Movimiento General
En la figura se muestra un cuerpo sometido a movimiento general en tres dimensiones con
una velocidad angular @ y una aceleracién angular & . Si se sabe que el punto A tiene un

movimiento de V, y d,, el movimiento de cualquier otro punto B se determina por medio
de un analisis de movimiento relativo.

Fa

V=Vt @OX I

Ag=a,+axlg,+ox(@xrg,)

Estas dos ecuaciones son idénticas a las que describen el movimiento plano general de un
cuerpo rigido. Sin embargo, su aplicacién se complica cuando el movimiento es
tridimensional, porque & ahora mide el cambio tanto de magnitud como de direccién

de @.
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 16
Tema: Cinética de cuerpos rigidos en tres dimensiones

ST —— APEIIAOS © ovvoeoeeeosessoes s
Docente : NOMDBIES & oottt et e et
Unidad: Semana: Fecha tf...../2016 Duracidn:

Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal ( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1. El disco mostrado en la figura, gira alrededor de su eje a una velocidad angular constante
o, = 3rad/s, mientras que la plataforma horizontal sobre la cual esta montado el disco gira

alrededor del eje vertical a una velocidad constante a)p =1 rad/s. Determine la aceleracion

angular del disco y la velocidad y aceleracién del punto A del disco cuando esté en la posicion
mostrada.

B

w, = 1 rad/s

2. Siel collarin en C, como se muestra en la figura, se mueve hacia B a una rapidez de 3
m/s, determine la velocidad del collarin en Dy la velocidad angular de la barra en el instante
que se muestra. La barra estd conectada a los collarines en sus extremos por medio de
articulaciones de rétula esférica.

3. El movimiento del trompo es tal que en el instante que se muestra gira alrededor del eje Z a
w, = 0.6 rad/s, mientras que gira alrededor de su propio eje a @, = 8rad/s. Determine la

velocidad y aceleracion angulares del trompo en este instante. Exprese el resultado como un
vector cartesiano.
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4. Los engranes Ay B estan fijos mientras que los engranes Cy D giran libremente alrededor
del eje S. Si éste gira alrededor del eje Za una velocidad constante de w, = 4 rad/s, determine

la velocidad y aceleracion angulares del engrane C.

w

80 mm )
160 mm——i= £

80 mm\

5. Determine el momento de inercia de la barra acodada que se muestra en la figura, con respecto

al eje A.

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados

Beer F., Jhonston R., (2010). “"Mecanica Vectorial para Ingenieros — Dindmica”. Décima
edicion. Mc. Graw-Hill Interamericana. México.

Hibbeler, R.C. (2012). “Ingenieria Mecanica — Dindmica”. Décimo segunda edicién.

Pearson Educacion. México.

Bedford Fowler. (2013) “Mecdanica Vectorial para Ingenieros”. Dindamica. Editorial
Addison-Wesley Iberoamericana, S.A. Estados Unidos
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TEMA Ne¢ 17: VIBRACIONES MECANICAS.

1. Vibracion libre no amortiguada

Una vibracion es el movimiento periédico de un cuerpo o sistema de cuerpos conectados
desplazados de una posicion de equilibrio. En general, existen dos tipos de vibracién, libre
y forzada. La vibracion libre ocurre cuando el movimiento se mantiene por fuerzas
gravitacionales o elasticas, como el movimiento oscilatorio de un péndulo o la vibracion de
una barra elastica. La vibracién forzada es provocada por una fuerza externa periddica o
intermitente aplicada al sistema. Ambos tipos de vibraciéon pueden ser amortiguados o no
amortiguados. Las vibraciones no amortiguadas pueden continuar por tiempo indefinido
porque los efectos de friccion se omiten en el analisis. Como en realidad tanto las fuerzas
de friccién internas como las externas estan presentes, el movimiento de todos los cuerpos
vibratorios de hecho es amortiguado.

El tipo mas simple de movimiento vibratorio es la vibracion libre no amortiguada
representada, por:

Posicion de
equilibrio

La fuerza de restauracion elastica - = KX siempre esta dirigida hacia la posicion de
equilibrio, mientras que se supone que la aceleracién a actle en la direccion del

2
desplazamiento positivo. Como 8 = t2 = X tenemos:
Y F,=ma,
—kx = mx

Observamos que la aceleracion es proporcional al desplazamiento del bloque. El
movimiento descrito de esta manera se llama movimiento armonico simple. Al reordenar
los términos en una “forma estandar” obtenemos:
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Si el caso fuese, como observamos en la figura:

w
-

-

sk % B
— | Posicion de

-

A I ~ equilibrio
r,_!, '\-

Cuando el bloque esta en equilibrio, el resorte ejerce una fuerza dirigida hacia arriba de
F=W = mQ . en el bloque. Por consiguiente, cuando el bloque se desplaza una
distancia “y” hacia abajo de esta posicion, la magnitud de la fuerza del resorte es
F=W+ ky. Aplicamos ecuaciones de movimiento y obtenemos:

ZFy =ma,
W -kx+W =my
O bien:

jy+a?=0

n

., e 2 .
De la ecuacion: X + @, = 0,se puede deducir:

x = Asenw,t+ Bcosw,t

Aqui A y B representan dos constantes de integracion. La velocidad y aceleracién del
bloque se determinan por el calculo de derivadas sucesivas con respecto al tiempo, de lo
cual resulta:

Vv = x = Aw,cosw,t — Bo,senaw,t

a=X=-Aw’senw,t— Bw’cosw,t

La ecuacion X = Asena),,t + Bcos a)nt, también puede expresarse en funcién de un
movimiento senoidal, asi:

A=Ccos¢
B = Cseng
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Donde Cy ¢ son constantes nuevas que se determinaran en lugar de Ay B.

x =Ccosg¢gsena, t+ Csengcosw,t

x=Csen(w,t+ ¢)

Si esta ecuacion se traza sobre un eje x - a)nt, se obtiene la gréfica:

‘ 1 ciclo 27 = w,T ‘

Periodo (7)

x = Csen (w,t + ¢) o
n

Donde: C= 2V, A2 + 52

El angulo de fase, es:
¢ = arctan(3)

un ciclo en el tiempo t =7, cuando: @, 7 =27

2r
’Z':_

w

n

Este intervalo se llama periodo, también se puede expresar:
m
T=21,|—
k

La frecuencia [ se define como el nimero de ciclos completados por unidad de tiempo,
lo cual es el reciproco del periodo, asi:

ol o,
T 2
o1 _ |k

2r m

La frecuencia se expresa en ciclos/s. Esta relacién de unidades se llama hertz (Hz),
donde 7 Hz = 1 ciclo/s = 277 rad/s.

Cuando un cuerpo o sistema de cuerpos conectados experimenta un desplazamiento
inicial a partir de su posicién de equilibrio y se deja libre, vibrara con una frecuencia natural,

@, . Siempre que el sistema tenga un grado de libertad, es decir, que se requiera solo una

coordenada para especificar por completo la posicion del sistema en cualquier momento,
entonces el movimiento vibratorio tendra las mismas caracteristicas que el movimiento
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armonico simple del bloque y resorte que se acaban de presentar.

Métodos de energia.

Como las fuerzas estudiadas son conservadoras, también es posible utilizar la ecuacién
de conservacion de la energia para obtener la frecuencia natural de oscilaciéon o periodo
de vibracion del cuerpo.

Cuando un bloque se desplaza una distancia “x” de la posiciéon de equilibrio, la energia

) 1
cinética es T =—mv? = EmXQ y la energia potencial es V = —kX?. Como la

energia se conserva, €s necesario que:

T+V =cte.

1 mx? + 1 kx? = cte.
2 2

La ecuacion diferencial que describe el movimiento acelerado del blogue se obtiene por
diferenciacion de esta ecuacién con respecto al tiempo, es decir,

mxX+kxx =0
x(mXx+kx) =0

Como la velocidad X no siempre es cero en un sistema sometido a vibracion, se tiene:
.o 2
X+w, =0

k

@, =,|—
n n

Vibracion forzada no amortiguada
Sus principios se usan para describir el movimiento de muchos tipos de maquinas y
estructuras.

Fuerza periodica:
A través del grafico, buscaremos representar las caracteristicas vibratorias de un sistema

sometido a una fuerza periédica F= Fosenwo. Esta fuerza tiene una amplitud de FO

y una frecuencia forzada @, . El diagrama de cuerpo libre del bloque desplazado una
distancia “X”. Al aplicar la ecuacion de movimiento, se tiene:

Y F,=ma,
F,senw,t — kx = mx

. k_ F
O bien: X+—X= —sena)ot
m m

Esta ecuacién es una ecuacién diferencial de segundo grado no homogénea. La solucion
general consta de una solucién complementaria, Xc, mas una solucion particular, Xo.

La solucion complementaria, se determina al establecer el término del lado derecho de
la ecuacién anterior igual a cero y resolver la ecuacion homogénea resultante. La ecuacion
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siguiente define la solucién, es decir,
x, =Csen(w,t+ @)

/ K
donde @, es la frecuencia natural, O, =, [—.
m

La solucion particular, se define:
x, = Xsenw,t

Si derivamos y sustituimos, obtenemos:

La solucion general es, por consiguiente, la suma de dos funciones seno de frecuencias
diferentes.

—Fk —sena,t

@n

X=X, +x,=Csen(wt+¢)+x,=

—
Oe ~ ‘Oj.l

La amplitud de la vibracion forzada o de estado continuo depende de la relacion de
frecuencia 0> n. Si el factor de amplificacion MF se define como la relacion de la amplitud

de la vibracion de estado continuo, X, a la deflexién estatica ?O producida por la

amplitud de la fuerza periddica FO , entonces:

MFzﬁz 1
5 2
o (@,
k w

Desplazamiento periédico del soporte. Las vibraciones forzadas también pueden ser
originadas por la excitacion periddica del soporte de un sistema.
Aplicamos la ecuacion de movimiento y obtenemos:

F,=ma,
—k(x—0,senaw,t) =mx

k Ko,
X+—Xx=—2senw,t
m m

Vibracion libre viscosa amortiguada

El andlisis de vibracion considerado hasta ahora no ha incluido los efectos de friccion o
amortiguacién en el sistema y, en consecuencia, las soluciones obtenidas no
corresponden del todo al movimiento real.

En muchos casos la amortiguacion se atribuye a la resistencia creada por la sustancia,
agua, aceite o aire, en la cual vibre el sistema. Siempre que el cuerpo se mueva lentamente
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a través de esta sustancia, la resistencia al movimiento es directamente proporcional a la
rapidez del cuerpo.

F=cx

donde la constante € se llama coeficiente de amortiguacion viscosa y sus unidades son
N s/m o Ib s/pie.

Aplicando la ecuacion de movimiento se tiene:

D F.=ma,
—kx—cx =mx
mX+cx+kx =0

La solucién de esta ecuacién diferencial homogénea lineal de segundo grado tiene la
forma:

X=€

donde € es la base del logaritmo natural y A (lambda) es una constante.
El valor de A se obtiene al sustituir esta solucion y sus derivadas con respecto al tiempo

mite” +cie” + ke =0
e’(mA®+ci+k)=0

At -, . :
Como € nunca puede ser cero, una solucién es posible siempre que:

mi2+cl+k=0

Por consiguiente, segun la férmula cuadrética, los dos valores de A son:

Aip == o + ( © J2_£

2m 2m m

El coeficiente de amortiguacion critica C. como el valor de C que hace que el radical
presente en la ecuacion sea igual a cero, es decir;

2
Lj L
2m m

C, = 2m\/z =2Ma),
m

Sistema sobreamortiguado. Cuando C < C_, las raices A, y A, son reales.

x = Ae™ + Be™
El movimiento correspondiente a esta solucion es no vibratorio. El efecto de amortiguacion
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es tan fuerte que cuando el bloque se desplaza y queda libre, simplemente regresa a su
posicion original sin oscilar. Se dice que el sistema esta sobreamortiguado.

C. — 0

Sistema criticamente amortiguado. Si C = C_, entonces 21 = 12 =— = -
2m

Esta situacion se conoce como amortiguacion critica, puesto que representa una condicién
en la que C tiene el valor minimo necesario para hacer que el sistema sea no vibratorio.

x = (A+Bt)e™"

Sistema subamortiguado. Con mucha frecuencia C < C_, en cuyo caso el sistema se

conoce como subamortiguado. En este caso, las raices /11 y 22 son numeros complejos.

c

x=D e_(E)tsen(a)d t+ @)

Donde D'y ¢ son constantes, por lo general determinadas a partir de las condiciones

iniciales del problema. La constante @, se llama frecuencia natural amortiguada del
sistema. Su valor es;

c
donde la relacion — se llama factor de amortiguacion.
c

c

Si utilizamos la frecuencia natural amortiguada @, , el periodo de vibracién amortiguada
puede escribirse como:

_2r
T, =—0
Wy

Como @, < @, el periodo de vibracion amortiguada, 7 ,, sera mayor que el de vibracion
libre.
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DE,*((/Zm)r

R e De*((‘fzm)!

—Xx = D[c”(cﬂ”’)'sen (wqt + )]

5. Vibracion forzada viscosa amortiguada

El caso mas general de movimiento vibratorio de un solo grado de libertad ocurre cuando
el sistema incluye los efectos de movimiento forzado y amortiguacién inducida.

Si se conecta un amortiguador a un bloque y a un resorte, la ecuacion diferencial que
describe el movimiento es:

mXx+ cX+kx = F sena,t

Para un bloque y resorte que experimenten desplazamiento periédico de sus soportes
puede escribirse una ecuacioén similar.
Por consiguiente, la solucién particular sera:

X, = X'sen(aw,t —¢')
Las constantes X' y ¢' se determinan al calcular la primera y segunda derivadas.
1 2 ’ 1 ' 1 '
- X'mo sen(a,t —¢')+ X'cw,cos(a,t —¢')+ X'ksen(w,t —¢') =F, senaw,t

Como esta ecuacion es valida todo el tiempo, los coeficientes constantes se obtienen con

T
a)ot - ¢' =0, y a)ot — ¢' = E lo que hace que la ecuacion anterior se escriba como:

X'ca?® =F, seng'
X'ma? + X'k =F cos¢’

La amplitud se obtiene al elevar al cuadrado estas ecuaciones, sumar los resultados y
utilizar la identidad sen2¢’ +cos? ¢’ =1, o cual da:
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X' = 2
\/(k— mae?)? + ¢’ a’

Si dividimos las ecuaciones entre la segunda obtenemos:

Cw
'=arctan| —2—
’ (k—mwsJ

/ k
Como @, =,|—y C, = 2ma)n, entonces las ecuaciones anteriores
m

también pueden escribirse como:

¢' = arctan 3
w
- ]
— a)n —
El factor de amplificacién MF
X' 1
MF = — =

L} 2 2
k 1-— & +| 2 £ &

a)n CC a)n
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PRACTICA DE MECANICA VECTORIAL N° 17
Tema: Vibraciones mecanicas
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Tipo de Practica: Individual ( ) Grupal ( )

INSTRUCCIONES: Resuelva cada problema en forma ordenada con procedimientos
completos, diagramas y calculos pertinentes.

1.

Un motor eléctrico de 30 kg esta sostenido por cuatro resortes, como se muestra en la figura;
cada uno con una rigidez de 200 N/m. Si el rotor se desbalancea de modo que su efecto
equivalga a una masa de 4 kg situada a 60 mm del eje de rotacion, determine la amplitud

de la vibracion cuando el rotor gira a @, =10rad/s. El factor de amortiguacion es

L _o.15.
C

c

Si el modelo de bloque y resorte se somete a la fuerza periddica F= FOCOS ot ,

. (K F
demuestre que la ecuacién diferencial de movimiento es X + (— X=| -2 |coswt,
m m

donde X se mide con respecto a la posicién de equilibrio del bloque. ¢Cual es la solucién
general de esta ecuacion?

Posicion de
equilibrio

F = Fycos wl
—_—
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3. El resorte que se muestra se alarga 6 cm cuando se carga con un peso de 50 N. Determine
la ecuacion que describe la posicion del peso como una funcién del tiempo si el peso es

jalado 4 cm por debajo de su posicién de equilibrio y se libra del reposo cuando [ = 0.El
peso se somete a la fuerza periédica F = (—7Sen2t)N, donde t esta en segundos.

F=—7sen2t

4, La barra uniforme tiene una masa de M. Si en ella actia una fuerza periddica
F= FO senwt, determine la amplitud de la vibracién de estado continuo.

L
2
L
2
-
F=F, sen wt
5. El bloque, con un peso de 15 Ib, se sumerge en un liquido de modo que la fuerza de

amortiguacion que actua en el bloque tenga una magnitud de F =0.8VIb, donde vesla
velocidad del bloque en pies/s. Si el bloque es jalado hacia abajo 0.8 pies y se libra del

reposo, determine su posicion en funcién del tiempo. El resorte tiene una rigidez de K = 40
Ib/pie. Considere que el desplazamiento positivo es hacia abajo.

151



,".a UNIVERSIDAD

Asignatura: Mecanica Vectorial
CONTINENTAL

=40 1b /pie

Referencias bibliograficas consultadas y/o enlaces recomendados
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ANEXOS

A.DERIVADAS E INTEGRALES.

Tabla A.1 Derivadas de algunas funciones.
Nota: Las letras @ y n son constantes.

d d >
—(a)=0 —(tanax) = asec” ax
I (a) i ( )
i(ax") = nax"™? i(cot ax) = —acsc’ ax
dx dx
%(e”x) =ae™ % (secx) = tan xsecx

'+ -
—(sinax)=acosax

d
—(cscx) =—cotxcscx

dx dx
d d a
—{cosax) =—asenax —(lnax) =—
dx dx X
i arcsen 2=l i arccos z_ Tl
dx a a-—x- dx a -\faz_xz
d x a d X —a
—alctan —=——— —arccot—= =
a a +x° dx a a +x°
d(uv) . dv N vdu dufvy ldu u dv
dx X X dx vdx Vv dx

Tabla A.2 Algunas integrales indefinidas.
Nota: Las letras a, b, ¢ y n son constantes.
Una constante arbitraria se debe sumar a cada una de estas integrales.

) 1{ 2 /2

dezx Ix x?’ia“dr=§(x‘ia2)3
. n+1 . xdx 2 2

x"dx = n#1 | 5 g A ta
> n+1 X" ta
. dx - dx X X
| x =/x | ——==—===arcsen—= —arccos—
“ 2z ® Nateg® Y a
|~ dx 1 | dx 1 st
$ox2 ox ‘atix® a a

- .o o 1
je Ydx=—e™* Jsenaxdx:——cosax

a
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J'e“"dx =_e® .fcos axdx = lsenax
a a
ax 1 1
J. xe®dx = (ax 1) j tan axdx = —— In(cosax) = — In(sec ax)
a a a
Y =1
j a dx= Togu j cotaxdx = - In(senax)

j]naxdx= xhax—x

1
jsec axdx = —In(secax + tan ax)
a

dx 1
j_ =Ilnx jcscaxdx = —In(cscax — cot ax)
X a
dx 1 X Sen2ax
j = —In(a + bx) j.senzaxdx =—-
a+bx b 2 4a
5
j—dx = Lln(a + be“) jcosz axdy =% 4 222
a+bec‘x a ac 2 4a
j%=im‘”x,a2-x2>o j d'; ~—destar
a“-x 2a a-x sen-ax a
__2_dex_2=ilhl(az ix2) j d.2x =ltanax
a +x 2 cos“ax 4@
= I(Y+V’( ta ) tanzaxdx=ltanax—x
x2 +a a
dx 1 1
iony 2
= cot” axdx =——cotax—x
-’. (@+bx)?  bla+bx) j a
xdx 2 .2 1-—a%x*
.[ 2 2 —% j.arcsinaxdx=xarcsinax+
a‘“—x a
‘Jl—azx?‘

J.arccos axdx = x arccos ax —
a
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Principales unidades del Sl usadas en mecanica

Cantidad Unidad Simbolo Foérmula
Aceleracién Metro por segundo m/s”
al cuadrado
Angulo Radidn rad f
Aceleracién angular ~ Radidn por segundo rad/s®
al cuadrado
\;’e]ocidad angular Radidn por segundo rad/s
Area Metro cuadrado m>
Densidad Kilogramo por kg/m®
metro ctibico
Energia Joule ] N-m
Fuerza Newton N kg - m/s”
Frecuencia Hertz Hz st
Impulso Newton-segundo i kg - m/s
Longitud Metro m !
Masa Kilogramo kg }
Momento de una fuerza Newton-metro .. N-m
Potencia Watt W J/s
Presion Pascal Pa N/m?
Tiempo Segundo s }
Velocidad Metro por segundo m/s
Volumen
Solidos Metro ciibico m’
Liquidos Litro L 107% m®
Trabajo Joule ] N-m

"Unidad suplementaria (1 revolucién = 27 rad = 360°).
*Unidad bésica.
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C. MATEMATICAS FUNDAMENTALES

Repaso de geometria y trigonometria
Los dngulos € en la figura A-1 son iguales entre la linea transversal y las

dos lineas paralelas.
180° — 7{
(N
t

0
o>/

Fig. A-1

Para una linea y su normal, los angulos 6 de la figura A-2 son iguales.

Para el circulo de la figura A-3, s = 6r. de manera que cuando f = 360° =
27 rad entonces la circunferencia es s = 277, Ademas, como 180° = 7 rad,
entonces 6 (rad) = (7/1807)6°. El drea del circulo es A = .
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Los lados de un tridngulo semejante se pueden obtener por proporcion,

a b ¢
la fi -4, — e
como en la figura A-4, donde A" B C
A C
a C
b B
Fig. A-4

Para el tridangulo rectangulo de la figura A-3, el teorema de Pitagoras es
= V(o) + (a)?

Las funciones trigonométricas son

i (hipotenusa)

0
senf = —
h

o (opuesto)
) a
cosf = —
2 h

a (adyacente)

0
I - tanf = —
Fig. A-5 a

Lo anterior puede recordarse con facilidad como *soh, cah, toa”, es

decir, el seno es el opuesto sobre la hipotenusa. etcétera. A partir de
esto se obtienen las otras funciones trigonométricas.

9 1 h
cscH = = —
senff o

1 h

H -_— —_— —
see cos ¢ a
1 a

tg = = —
e tan @ 0
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Identidades trigonométricas

send + cos’f =1

sen(f + ¢) = sen@cos¢d + cosfsendq

sen 26 = 2senf cos @

cos( £ ¢) = cosflcosp F senf sen ¢

cos 20 = cos> @ — sen’ @

cosf = +

sen f
cos @

tan @ =

1 + tan’@ = sec’ @ 1 + cot?® = csc? @

Férmula cuadratica

SiaxX+ bx+c= 0, entonces x =

E
\/1CT0529, senf = £

Asignatura: Mecanica Vectorial

1 — cos 26
\ 2

—b + VB — dac

2a
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