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& INTRODUCCION

ecdnica  Vectorial-Estatica  es
M una asignatura tedrico-prdctica,

disenada para la modalidad a
distancia que pretende proporcionar al
estudiante la informacién bdsica sobre
las leyes y principios de la estdtica. Esta
cienciaresultaimportante enla formacién
académica del estudiante de Ingenieria
dado el acelerado avance tecnoldgico
en todas las ramas del conocimiento que
ha dado luces a nuevas aplicaciones
para el bienestar de la sociedad. La
elaboracion del presente manual es fruto
de la investigaciéon y reformulacién de
tfemas que han sido enriquecidos a partir
de la revisién y contrastacién de diversas
fuentes del conocimiento, entre ellos los
tfextos universitarios de mayor conno-
tacién mundial. Asimismo, la experiencia
docente ha permitido percibir la
importancia del aprendizaje de esta
asignatura, pues trasciende en el estudio
de diversas asignaturas posteriores en sus
planes académicos, aportando una base
sélida e imprescindible de conocimiento.

En general, los contenidos propuestos
en el manual autoformativo, se dividen
en cuatro unidades: la primera unidad
trata sobre la estdtica de particulas vy
cuerpos rigidos; la segunda unidad, sobre
el estudio de los sistemas equivalentes
de fuerzas, equilibrio de cuerpos rigidos,
centfroides y cenfros de gravedad;
a continuacién, la tercera unidad,
sobre las fuerzas distribuidas, andlisis
de estructuras y friccidén; y, por Ultimo,
la cuarta unidad, sobre las fuerzas en
vigas y cables, momentos de inercia y
método del trabajo virtual. En el estudio
de la asignatura resulta fundamental en
principio la adecuada comprensién de
los vectores, seguida de la aplicacién
correcta de las condiciones de equilibrio
dadas por las fuerzas y momentos de
fuerza; luego, en las dos Ultimas unidades
se tendrdn aplicaciones de los conceptos
indicados.

Es recomendable que desarrolle una
permanente lectura de estudio, de los
contenidos desarrollados y de los textos
seleccionados que amplian o profundizan
el tratamiento de la informacién junto
a la elaboracién de resUmenes y una
minuciosa investigacion via Internet. El
desarrollo del manual se complementa
con avutoevaluaciones, que son una
preparacién para la prueba final de la
asignatura.

Se recomienda que el estudiante
implemente un hdbito permanente de
estudio con la revisibn permanente de
la teoria. Asimismo, que sea minucioso
en la investigacién, a fin de consolidar
el aprendizaje. El contenido del manual
se complementard con las clases por
videoconferencia y el uso continuo del
aula virtual de la Universidad, de los foros
de consulta y revision de las diapositivas
animadas, con el fin de desarro-llar la
asignatura en forma mdads detallada vy
amplia. Se sugiere la siguiente secuencia
de estudio para cada unidad: 1.°
Realizar el estudio de los contenidos en
forma analitica y reflexiva, resumiendo vy
asimilando la informacién. 2.° Revisar las
lecturas seleccionadas, que representan
una ampliacién y actualizacién cientifico
tecnolégica. 3.° Desarrolla las actividades
programadas para cada semana en
el aula virtual. 4° Re-suelve la auto
evaluacidén, que es una preparacién para
la prueba final de la asigna-tura.

Organice su tiempo, esa es la clave para
lograr el éxito. Los buenos resultados
son la consecuencia de optfimizar el uso
del fiempo en las diversas actividades
que asume como estudiante. El estudio
a distancia requiere perseverancia vy
disciplina, por lo tanto, su motivacién de
ser mejor cada dia serd determinante
para el logro de su aprendizaje del curso
Mecdanica Vectorial — Estatica.

El Autor
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== 7 ORGANIZACION DE LA ASIGNATURA

%% Resultado de aprendizaje:

Al término de la asignatura el estudiante serd capaz de aplicar los principios y leyes de la estdtica en
el andlisis de particulas y cuerpos rigidos en condicion de equilibrio para la determinacion de fuerzas
en estructuras y en el andlisis de las fuerzas en vigas y cables, logrando como resultado aplicaciones
diversas en el campo de la ingenieria.

Unidades diddcticas

Estatica de particulas

Equilibrio de cuerpos rigidos,
cenfroides y centros de
gravedad

Fuerzas distribuidas, andlisis de
estructuras y friccion

Fuerzas en vigas y cables,
momentos de inercia vy
método del trabajo virtual

Resultado de aprendizaje Resultado de aprendizaje Resultado de aprendizaje Resultado de aprendizaje

Al finalizar la unidad, el
estudiante reconoce la teoria
bdsica del dlgebra vectorial
y conceptos bdsicos de la
mecdnica vectorial, como
determinacion de la resultante
de fuerzas, para re-solver
problemas de equilibrio de
una particula.

Al finalizar unidad, el
estudiante comprende
sistemas de fuerzas
equivalentes; ademads
aplica las ecuaciones de
equilibrio estdtico del cuerpo
rigido  mediante  modelos
matemdticos. Asimismo,
determina con  exactitud

los cenfroides y centros de
gravedad de cuerpos arbi-
frarios.

Al finalizar la unidad, e
estudiante determina
la magnitud y punfo de
aplicacion de la resultante
de un sistema de fuerzas
distribuidas; asimismo, aplica
las ecuaciones de equilibrio
estdtico del cuerpo rigido a
estructuras. Ademds, analiza
las caracteristicas de la fuerza
de friccién, con precision.

Al finalizar unidad, el
estudiante opllco las
ecuaciones de  equilibrio

para determinar las acciones
infernas  en una seccion
de viga y fraza los diagro-
mas de variacion. Ademds,
discrimina cables a diferentes
cargas. Asimismo, determina
os momentos de inercia.
Finalmente, aplica el método
deltfrabajo virtual para analizar
fuerzas en un cuerpo rigido.

& Tiempo minimo de estudio

UNIDAD | UNIDAD I UNIDAD Il UNIDAD IV

Tra. semana y 2da. semana

16 horas

3ra. semana y 4ta. semana

16 horas

5ta. semanay éta. semana

16 horas

7ma. semanay 8va. semana

16 horas

—_—
w



( Universidad
E Continental



MECANICA VECTORIAL - ESTATICA
Manual Autoformativo Interactivo

UNIDAD |
ESTATICA DE PARTICULAS

V4

DIAGRAMA DE PRESENTACION DE LA UNIDAD |

7
(7

[ CONTENIDOS }——[ EJEMPLOS  }———»[ ACTIVIDADES |
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V4

ORGANIZACION DE LOS APRENDIZAJES

Resultados de aprendizaje de la Unidad I: Al finalizar la unidad, el estudiante reconoce la teoria bdsi-
ca del dlgebra vectorial y conceptos bdsicos de la mecdnica vectorial, como determinacién de la
resultante de fuerzas, para resolver problemas de equilibrio de particula.

CONOCIMIENTOS HABILIDADES ACTITUDES

Tema N.° 1: Fuerzas en el plano
1. Escalares y vectores
2. Vectores
3. Adicién o suma de vectores
4

Producto de un escalar por un
vector

5. Componentes de un vector
fuerza

6. Componentes rectangulares
de una fuerza

Tema N.° 2: Equilibrio de una particula
en el plano

1. Equilibrio de una particula en el
plano

2. Primera ley de Newton o ley de
la inercia

3. Diagrama de cuerpo libre

Tema N.° 3: Fuerzas en el espacio

1. Vector en el espacio. Fuerzas
en el espacio

2. Vector de posicion

3. Fuerza definida en términos de
su magnitud y dos puntos sobre
su linea de accién

4. Adiciéndefuerzasconcurrentes
en el espacio
Tema N.° 4: Equilibrio de una particula
en el espacio

1. Condicién de equilibrio de una
particula en el espacio.

2. Diagrama de cuerpo libre.

1. Determina grdfica y analiticamente
la suma de dos vectores fuerza.

2. Calcula la fuerza resultante, en
magnitud y direccién, de un
sistema de vectores fuerza en dos
dimensiones.

Actividad N.° 1

1. Resuelve ejercicios y problemas de
fuerzas en el plano.

2. Utiliza modelos sencillos de
representacion de fuerzas y que
participan  en el equilbrio de
particulas en dos dimensiones.

3. Aplica las condiciones de equilibrio
en el andlisis de una particula en dos
dimensiones.

Actividad N.° 2

1. Resuelve ejercicios y problemas sobre
equilibrio de una particula en un
plano.

2. Determina la expresion cartesiana de
la adicion de fuerzas concurrentes en
el espacio.

Actividad N.° 3

1. Elabora un diagrama de flujo para
representar el algoritmo de equilibrio
en el plano y en el espacio. Ademds,
desarrollar los ejercicios propuestos.

2. Aplica las condiciones de equilibrio
en el andlisis de una particula en tres
dimensiones.

Actividad N.° 4

3. Reconoce y

1. Valora la importancia de

conocer la naturaleza de las
fuerzas, la cual relaciona a
la realidad y aplicaciéon en el
campo de la ingenieria.

2. Participay dialoga sobre nuevos

conocimientos y aplicaciones
del equilibrio en situaciones
desde cotidianas hasta tec-
noldgicas.

comprende
un problema, disena e im-
plementa un proceso de
solucién y evallda su impacto.

—_—
ol
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Lectura seleccionada 1: Desarrolla los ejercicios propuestos.
Burj Khalifa. Control de lectura N.° 1:

Se aplicard una prueba de seleccién

Avutoevaluacién de la Unidad | o
vloevaluact ! mulfiple de los temasn.° 1; 2; 3y 4.
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Fuerzas en el plano

Tema N.°1

Para iniciar el presente tema, se tiene presente que la mecdnica es una rama de |las ciencias
fisicas que estudia en si el estado de reposo o movimiento de los cuerpos que estdn sometidos a
la accidén de fuerzas. En general, esta materia puede dividirse a su vez en tres ramas: mecdnica
de cuerpos rigidos, mecdnica de cuerpos deformables y mecdnica de fluidos; sin embargo, la
clasificacién de la mecdnica es mucho mds amplia.

En este material estudiaremos la mecdnica de cuerpos rigidos, la misma que es un requisito bdsi-
co para el estudio de las otras ramas de la mecdnica. Esta clase de mecdnica es esencial para
el diseno y el andlisis de muchos tipos de elementos estructurales, componentes mecdnicos,
mecanismos diversos, o dispositivos electrénicos que pueden encontrarse en la prdctica de la
ingenieria.

La mecdnica de cuerpos rigidos se divide en dos dreas: estdtica y dindmica.
Estatica: Estudia el equilibrio de los cuerpos, cuerpos en reposo o a velocidad constan-te.
Dindmica: Estudia el movimiento acelerado de los cuerpos.

Cantidades basicas: Son las siguientes cuatro: (Hibbeler, 2013, p. 22)

Longitud: Usada para describir la posicién de un punto en el espacio y describir el tamano
de un sistema fisico. Define distancias y propiedades geométricas.

Tiempo: El tiempo se concibe como una secuencia de eventos.

- Masa: Es una medicion de una cantidad de materia usada para comparar la accién de un
cuerpo con la de ofro.

Fuerza: Es la accidn ejercida de un cuerpo sobre ofro. La interaccidon puede darse por con-
tacto fisico o entre cuerpos separados como las fuerzas gravitacionales, eléctricas y mag-
néticas. Una fuerza se caracteriza por completo con su magnitud, direccién, sentido y punto
de aplicacion.

Idedlizaciones importantes:

- Particula: Es el modelo matemdtico de un cuerpo y se representa como un punto. Se consi-
dera la masa del cuerpo, pero no sus dimensiones.

- Cuerpo rigido: Es una combinacién de un gran niUmero de particulas que ocupan posicio-
nes fijas entre si, tal que las propiedades del material no tendrdn que tomarse en cuenta al
estudiar los efectos de las fuerzas que actuan sobre dicho cuerpo.

- Fuerza concentfrada: Una fuerza concentrada representa el efecto de una carga que se
supone actla en cierto punto de un cuerpo. Una carga puede representarse mediante una
fuerza concentrada, siempre que el drea sobre la que se aplique la carga sea muy pequeia
en comparacion con el tamano total del cuerpo. Un ejemplo de esta fuerza seria la fuerza
de contacto entre una rueda y el suelo.

- Principios fundamentales: Basados en la evidencia experimental, permiten cimentar el estu-
dio de la mecdnica y estos son seis (Hibbeler, 2013, p. 23):

- Principio de transmisibilidad: En toda la linea de accidon de una fuerza, su efecto externo

—_—
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ejercido sobre un cuerpo rigido es invariable.

- Primera ley de Newton: Una particula originalmente en reposo, o que se mueve en linearec-
ta con velocidad constante, tiende a permanecer en este estado siempre que la particula
no se someta a una fuerza no balanceada.

‘?\Q/ ty
!

5

Equilibrio

- Segunda ley de Newton. Una particula sobre la que actia una fuerza no balanceada F
experimenta una aceleracion a que tiene la misma direccién que la fuerza y una magnitud
directamente proporcional a la fuerza.

F=ma
a
F—>O —
Movimiento acelerado

- Tercera ley de Newton: Las fuerzas mutuas de accidn y reaccidn entre dos particulas son
iguales, opuestas y colineales.

(luerza de A sobre B
FAS@F

A B “fuerzade B sobre A

Accion - reaccion

- Ley del paralelogramo para la adicién de fuerzas: Establece que dos fuerzas que actian
sobre una particula pueden sustituirse por una fuerza llomada resultante.

- Ley de gravitacién de Newton: Propone que dos particulas cualesquiera o cuerpos tienen
una fuerza de atraccidn (gravitacional) que actia entre ellos. Sin embargo, en el caso de
una particula localizada en la superficie de la Tierra, o cerca de ella, la Unica fuerza gravita-
cional que tiene alguna magnitud significativa es la que existe entre la Tierra y la particula.
En consecuencia, esta fuerza, conocida como “peso”, serd la Unica fuerza gravitacional
que se considere en nuestro estudio de la mecdnica.

Escalares y vectores

Las cantidades fisicas en ingenieria se definen mediante escalares y vectores.
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Cantidad escalar:

Un escalar es cualquier cantidad fisica que se puede especificar por completo mediante su
magnitud o mdédulo. La longitud, la masa, la energia y el volumen son ejemplos de cantidades
escalares.

- Masa de un cargador frontal:
4000 kg
NUmero unidad
- Temperatura de conservacién de un alimento:
-40 °C

NUmero unidad

Cantidad vectorial:

Un vector es cualquier cantidad fisica que requiere tanto de magnitud como de direccién y
sentido para su descripcidon completa. La fuerza, el desplazamiento, la velocidad y el impulso
son ejemplos de cantidades vectoriales.

Peso de un cargador frontal: - 40000 N

- 40000 j N

Sentido NUmero Direccidén Unidad

2. Vector

Los vectores son entes matemdticos cuya determinacién exige el conocimiento de una magni-
tud, una direccion y un sentido.

v Grdficamente un vector se representa por un segmento de recta orientado.

v/ Andliticamente se representa por una letra con una flecha encima.

Ez = Vector
|A| = A = Magnitud del vector A

Elementos de un vector:

Linea de accién
del vector

]

extremo
del
vector

origen del vector

v Direccién: Grdficamente viene representada por la recta soporte o linea de accién. Re-
presentada en el plano por un dngulo de referencia.
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v Sentido: Es el elemento que indica la orientacién del vector, representada por la cabeza
de flecha.

v Magnitud: Representa el valor numérico de la cantidad fisica a la cual se asocia la longitud
del segmento de recta.

Direccion Senfido Magnitud

sentido

Direccién

N
o

Ejemplo de vector fuerza:

Observa un vector fuerza. Este representa graficamente la fuerza que se aplica sobre el automo-
vil. Reconoce sus elementos.

RECTA SOPORTE O
LINEA DE ACCION

- MAGNITUD: T00 N
- DIRECCION: Horizontal
- SENTIDO: Hacia la derecha

3. PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR

Si un vector se multiplica por un escalar positivo, su magnitud se incrementa en esa cantidad.
(Beer et al. 2013, p. 35). Cuando se multiplica por un escalar negativo, su magnitud se incre-
menta en esa cantidad y también cambia el sentido de la direccidn del vector. En la figura se
muestran ejemplos grdficos de estas operaciones.
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ADICION DE VECTORES

Todas las cantidades vectoriales obedecen la ley del paralelogramo para la suma. A manera
de ilustracién, los dos vectores Ay B de la figura adjunta aplicados en un punto se suman para
formar un vector “resultante” R aplicado en el mismo punto.

1. Los vectores sumandos a manera de lados forman un paralelogramo.

2. Sobre la diagonal del paralelogramo, partiendo del mismo punto, se fraza el vector resultan-

te o suma.
T a
0
P
ﬁ
B
_)
B -
Se cumple la suma vectorial:
R=A+B

Para determinar el médulo (magnitud) del vector suma podemos usar la ley de cosenos:

Rl= " +|B +2/4]Blcoso

Asimismo, podemos sumar los vectores Ay B con el método del fridngulo. Para ello, se grafica un
vector a continuacion del otro y se traza la resultante uniendo el origen del trazo con el extremo
libre del segundo vector.

Para relacionar las magnitudes de los vectores usamos la ley de senos:

AL _ Al

I
I
I
sen(m—6) senf senu r—
.
I
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5. DESCOMPOSICION DE UN VECTOR EN SUS COMPONENTES

Dado un vector V que actia sobre una particula, puede ser reemplazado por dos vectores que
en conjunto produzcan el mismo efecto sobre la particula. Estos vectores se denominan compo-
nentes del vector original V y al proceso de sustituirlos en lugar de V se le llama “descomposicion
del vector V en sus componentes”.

2 y
y S
/ V..
V27 Vy L/l y
-=—>/—1 -—-=-<1->—x
\'A Vy

6. COMPONENTES RECTANGULARES DE UN VECTOR

En muchos problemas serd conveniente descomponer el vector F en sus componentes perpen-
diculares entre si. Luego, el vector puede representarse como la suma de dos vectores que se
encuentran sobre los ejes x e y respectivamente. Estos vectores reciben el nombre de compo-
nentes rectangulares del vector F.

y

L

- F

y :

v Y6 >
«— F— > x

v/ Fxesla componente (proyeccién) del vector F en el eje x.
v/ Fresla componente (proyeccién) del vector F en el gje y.
Se cumple:
- - _ 2, 2 _ E
F, = F cos@ E = Fsen® F=AE+E B—arctan(Tj]

Podemos usar vectores unitarios, vectores de magnitud unitaria dirigidos a lo largo de los ejes x e
y. representados poriyj, respectivamente. Luego, el vector F y sus componentes se escriben asi.
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7. SUMA DE UN SISTEMA DE FUERZAS COPLANARES

Dado un conjunto de fuerzas coplanares, se puede obtener una solucién analitica para obtener
la fuerza resultante. Esto se realiza mediante la descomposicion de cada fuerza en sus compo-
nentes rectangulares.

y
Y y
F;
F1 FRy K FR
¥ 6
> X
FRX
E;
Luego, la suma de fuerzas estd dada por:
Fpo = F, + F, + F3
=lei+F1yj_F2xi+F2yi+F3xi_F3yj FRx= ZFX
= (le_ sz + F3X)i +(F1y + Fzy - ng)i FRy = z:F'y

(Fu) i+ (Fa)j

La magnitud y direccion de la fuerza resultante estdn dadas por la siguiente expresion:

VF2 + P,

arc tan

Fy
Fn
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Resuelve ejercicios y problemas de fuerzas en el plano.

1. Determine la magnitud y direccion de la fuerza resultante.

F,=2501b

F,=3751b

2. Dos fuerzas son aplicadas a una armella sujeta a una viga. Determine la magnitud y la direc-
cion de su resultante.

3. Determine la magnitud y direcciéon de la fuerza resultante
Y

F, =800N F, =600 N

F; =450N
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4. Determine el dngulo 6 para conectar la barra OA a la placa, de manera que las fuerzas re-
sultantes F, y F, estén dirigidas horizontalmente hacia la derecha. sCudl es la magnitud de
la fuerza resultante?

F,=8kN

N oo o o0 gn o on

Fz=6kN

5. Elposte va a ser extraido del terreno usando dos cuerdas Ay B. La cuerda A estard sometida
a 600 Ib. Si la fuerza resultante que actuard sobre el poste va a ser de 1200 lb, vertical hacia
arriba, determine la fuerza T en la cuerda B y el correspondiente dngulo que forma con el
ejey.

600 Ib

6. Cuatro fuerzas actuan sobre un perno A como se muestra en la figura. De-termine la resultan-
te de las fuerzas sobre el perno.

F;=150N

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

e Bedford, F., & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. (3.a ed.). México :
Addison Wesley lberoamericana.

e Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(10.a ed.). México: McGraw-Hill.

e Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (12.a ed.). México : Pearson
Educacién.
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Sistemas equivalentes de fuerzas, equilibrio de cuerpos
rigidos, centroides y centros de gravedad

Tema N.°2

Figura 1. Un equilibrista caminard sobre las cataratas del Nidgara.
Disponible en http://bit.ly/29618R4

El equilibrio representa sin duda la situacién de existencia de la materia en su forma mds habi-
tual. Estamos rodeados de situaciones de cuerpo que se encuentran en equilibrio, tanto de si-
tuaciones cotidianas como construcciones simples hasta situaciones de aplicacion tecnoldgica.
El primer caso de equilibrio es el de cuerpos en reposo, el cual es evidente, puesto que el cuerpo
estd con velocidad nula para un observador dado; el segundo caso de equilibrio es aquel en el
cual los cuerpos tienen movimiento con velocidad uniforme, es decir, en linea recta. Veremos a
continuacién la ley y la condicion necesarias para el equilibrio, asi como los diagramas y cdlcu-
los pertinentes para su verificacion.

1. PRIMERA LEY DE NEWTON O LEY DE LA INERCIA

A finales del siglo XVIII Sir Isaac Newton formuld tres leyes fundamentales en las que se basa la
ciencia de la mecdnica. La primera de estas leyes puede enunciarse como sigue: “Si la fuerza
resultante que actla sobre una particula es cero, la particula permanecerd en reposo (si origi-
nalmente estaba en reposo) o se moverd con velocidad constante en linea recta (si original-
mente estaba en movimiento)” (Bedford, 2010, p. 52).
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2. CONDICION PARA EL EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL PLANO

Una particula estd en equilibrio si permanece en reposo y en un principio estaba en reposo, o
si fiene una velocidad constante y originalmente estaba en movimiento. No obstante, mds a
menudo, el término “equilibrio” o, de manera mds especifica, “equilibrio estdtico” se usa para
describir un objeto en reposo.

Para mantener el equilibrio, es necesario satisfacer la primera ley del movimiento de Newton, la
cual requiere que la fuerza resultante que actua sobre una particula sea igual a cero. Esta con-
dicién puede ser establecida matemdticamente como:

Zﬁzo

Para un cuerpo en equilibrio en dos dimensiones:

S F=(3F)i+(XF,)i=0

Ecuacion que se cumple si se verifica que:
YF,=0 Y F,=0

3. DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE

Para aplicar la ecuacion de equilibrio, debemos tomar en cuenta todas las fuerzas conocidas
y desconocidas que actian sobre la particula. La mejor manera de hacer esto es pensar en la
particula como aislada vy libre de su entorno. Un dibujo que muestra la particula junto con todas
las fuerzas que actian sobre ella se denomina “diagrama de cuerpo libre” (DCL).

Entre las fuerzas mds comunes para analizar el equilibrio de particulas tenemos:
a. Fuerza gravitacional: Debida a la interaccién con el planeta, se representa por un vector di-

rigido hacia abagjo. A su magnitud se le denomina comUnmente peso (W). La magnitud del
peso de un cuerpo se relaciona con su masa asi:

W=mg
Unidades en el Sl: W = Peso (en newton)
m = Masa (en kilogramos)
g = Aceleracién de la gravedad = 9.81 m/s2
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b. Fuerzas en cables y poleas: Para particulas supondremos que todos los cables (o cuerdas) tie-
nen un peso insignificante y que no se pueden deformar. Ademds, un cable puede soportar
solo una tensidon o fuerza de “jaldén” que actia en la direccion del cable. La fuerza de tensidon
desarrollada en un cable continuo que pasa sobre una polea sin friccién debe tener una mag-
nitud constante para mantener al cable en equilibrio. En la figura, el cable se somete a una
tension T en toda su longitud.

P

ﬂ
N <€

c¢. Fuerzas en resortes: Si un resorte eldstico lineal (o cuerda) de longitud no deformada lo se usa
como soporte de una particula, su longitud cambiard en proporcién directa a la fuerza F que
actuie sobre él (figura adjunta). Una caracteristica que define la elasticidad de un resorte es la
constante de resorte o rigidez k. La magnitud de la fuerza ejercida en un resorte eldstico lineal
que tiene unarigidez k y estd deformado (alargado o acortado) una distanciaigualas={-fo,
medida desde su posicién sin carga, es

F=ks

F

Procedimiento para trazar el DCL de una particula:

1. Trace un perfil delineado. Imagine que la particula estd aislada o liberada de su entorno al
trazar su perfil delineado.

2. Muestre todas las fuerzas. Indique sobre este bosquejo todas las fuerzas que actian sobre la
particula. Estas pueden ser fuerzas activas, que tienden a poner la particula en movimiento,
o fuerzas reactivas, que son el resultado de las restricciones o soportes que tienden a evitar
el movimiento.

3. Identifique cada una de las fuerzas. Las fuerzas que son conocidas deben ser marcadas con
sus propias magnitudes y direcciones. Para representar las magnitudes y direcciones de Ias
fuerzas desconocidas se usan letras.

Ejemplo de DCL: La cubeta se mantiene en equilibrio mediante el cable e instintivamente sa-
bemos que la fuerza en el cable debe serigual al peso de la cubeta. Al frazar un diagrama de
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cuerpo libre de la cubeta podemos entender por qué esto es asi. Este diagrama muestra que
solo hay dos fuerzas que actian sobre la cubeta, a saber: su peso W vy la fuerza T del cable.

4. PROCEDIMIENTO PARA EL ANALISIS DEL EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL PLANO

1. Realice el diagrama de cuerpo libre, para ello:

v Establezca los ejes x e y en cualquier orientacion adecuada.

v/ Marqgue en el diagrama todas las magnitudes y direcciones de las fuerzas conocidas y desco-
nocidas.

v Puede suponer el sentido de una fuerza con una magnitud desconocida.

2. Apligue las ecuaciones de equilibrio:

YFE=0 Y F=0

v Las componentes son positivas si estdn dirigidas a lo largo de un eje positivo, y negativas si
estdn dirigidas a lo largo de un eje negativo.

v Como la magnitud de una fuerza siempre es una cantidad positiva, si la solucién produce un
resulfado negativo, esto indica que el sentido de la fuerza es el inverso del mostrado sobre el
diagrama de cuerpo libre.
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Resuelva ejercicios y problemas sobre equilibrio de una particula. Establezca las ecuaciones de
equilibrio y describa modelos sencillos de los diversos tipos de soportes utilizados en ingenieria.

1. Uningeniero de trafico quiere suspender un semdaforo 200 libras por encima del centro del
carril derecho de los dos carriles de una carretera de cuatro carriles como se muestra. Deter-
mine las tensiones en los cables AB y BC.

A 4

< 80 ft
4 —20 ft—

f
101 ft I
B

30 ft

2. Tres cables se unen en el cruce del anillo C. Determine las tensiones en los cables de AC y BC
causadas por el peso del cilindro de 30 kg.

3. Sise sabe que a = 20°, determine la tensidén en

a) en el cable AC
b) enla cuerda BC

1200 Ib B'A
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Dos semdforos se cuelgan temporalmente de un cable como se muestra en la figura. Si el
semdforo colocado en B pesa 200N, determine el peso del semdaforo en C.

3.6m 34 m—>|«—24m—>

Al

Un cilindro homogéneo de 60 kg estd apoyado sobre dos planos inclinados lisos y perpendi-
culares entre si. Determine las reacciones normales sobre el cilindro. © = 35°.

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

e Bedford, F., & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. (3a ed.). México:
Addison Wesley Iberoamericana.

e Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(10a ed.). México: McGraw-Hill.

e Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (12a ed.). México: Pearson
Educacién.
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Fuerzas en el espacio

Tema N.°3

s s "4: L AN
Figura 1. Cuerpo rigido en equilibrio.
Fuente: Hibbeler, 2013.

En este tema debemos tener presente que, cuando se aplican las operaciones del dlgebra
vectorial a la resolucion de problemas en tres dimensiones, se simplifican considerablemente si
primero se representan los vectores en forma vectorial cartesiana, lo cual servird para encontrar
la fuerza resultante de un sistema de fuerzas concurrentes. Esta forma convencional cartesiana
expresa a un vector en funcidn de sus componentes cartesianas sobre los ejes que vienen a ser
las proyecciones sobre los ejes.

1. Vectores cartesianos en el espacio

Vector unitario: Vector de magnitud unitaria que indica la direccién y sentido de algin vector
dado, luego para 4 :

A A
UA=;

Vectores unitarios cartesianos: En tres dimensiones, el conjunto de vectores unitarios cartesianos
i, j y k, se usa para designar las direcciones de los ejes x, y e z, respectivamente.

2. Representacion de un vector cartesiano en tres dimensiones

Esta es la representacién grafica de un vector cartesiano en el espacio.

Ak

02

Ox Ayj

32
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Forma cartesiana de un vector

A=Ag+A,J+ A4,k

Magnitud de un vector cartesiano

A=+ /sz +Ay2 +4,*

Direccioén de un vector cartesiano: dada por los cosenos directores.

A A
_ _y —_Z
cos 0, = 7 cos Gy == cos0, = i

2 2 2, _
cos 9X+ cos 9y+ cos Hz =1

3. Vector de posicion

Se define como un vector fijo que localiza un punto en el espacio en relacién con otro punto.

Se localiza desde el origen hasta un punto P.
Z

zk
P(x,y, 1)

0 y]

x1

r=xi+y+z
Se localiza desde un punto A hasta ofro punto B.
Z

B(x5.y5.25)

r
A[XA’yA’ ZA) B
Iy y

X

r=(xg =X )i +(yp—y4)J+(z5 =242
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4. Vector fuerza en términos de su magnitud y dos puntos sobre su linea de accion:

F=[F|au,p
F=F|.L2
y | 748 |

5. Suma de fuerzas concurrentes en el espacio

La suma de dos o mds vectores se simplifican considerablemente si los vectores se expresan en
términos de sus componentes cartesianas.

Dados los vectores:
A=4,i+A4,j+Ak B=B,+B,j+Bk
El vector resultante R estd dado por la siguiente expresion:
R=A+B = (4, + By)i+ (4, + B)j + (4, + Bk

4

A, + Bk

R

| 8
(4y + B)j
—_—)

A y
,Ani

Si esto se generdaliza y se aplica a un sistema de varias fuerzas concurrentes, entonces la fuerza
resultante es la suma vectorial de todas las fuerzas presentes en el sistema y puede escribirse

como:
DYSIIIIHIT

R = 3F R, = SF R = 3F

X X y y z z

/

X

De lo cual se desprende:

Luego, la magnitud y direccion de la resultante vienen dadas por

R= \R{+R, +R;

X

cosf, == 4 z

cosey=% cosb, =%
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S
Actividad N.° 3

Elabore un diagrama de flujo para representar el algoritmo de equilibrio en el plano y en el es-
pacio. Ademds, desarrolle los ejercicios propuestos.

Apligue los principios y leyes de la mecdnica en el andlisis de sistemas en equilibrio, partiendo de
un marco de referencia inercial.

1. Se aplica una fuerza F a una particula tal como muestra la figura. Determine el angulo res-
pecto al eje y. Ademds, exprese F en forma vectorial cartesiana.

F=1500N

X

V4

3. Sila magnitud de la tensidn en el cable es de 200 N, determine la expresién car-tesiana (adi-
cionalmente su médulo y direccion) de la tensidén que actiua sobre el anillo A.

rl

35
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4. Sila magnitud de la tensién en el cable es de 120 Ib, determine la expresion cartesiana de F.

15 pies BTQ

A $&

F

25 pies

X 3

5. Determine el médulo de la resultante de las tres fuerzas representadas en la figura.

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

e Bedford, F., & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. (3a ed.). México:
Addison Wesley lberoamericana.

e Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(10a ed.). México: McGraw-Hill.

e Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (12a ed.). México: Pearson
Educacién.
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Equilibrio en el espacio

Tema N.°4

b
Figura 2. Cuerpo rigido en equilibrio.
Fuente: Beer, 2013.

Como anteriormente comentamos, el equilibrio representa sin duda la situacion de existencia
de la materia en su forma mds habitual. Estamos rodeados de situaciones de cuerpo que se
encuentran en equilibrio, tanto de situaciones cotidianas como construcciones simples hasta
situaciones de aplicaciéon tecnoldgica. Los cuerpos en equilibrio en el espacio requieren del co-
nocimiento de las leyes y aplicacién de las condiciones necesarias para tal situacién, asi como
el uso de diagramas apropiados y cdlculos pertinentes para su verificacion son indispensables
para una adecuada comprensidn de este tema.

a. EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL ESPACIO

En el caso de un sistema de fuerza fridimensional, como el de la figura siguiente, po-demos des-
componer las fuerzas en sus respectivas componentes i, j y k, de manera que para el equilibrio
se debe cumplir lo siguiente:

4

F

ZP_::(Z Fx)f+(ZFy)7+(Z FZ)I?z 0
Para satisfacer esta ecuacion se requiere que

ZFx =0; ZFy =0; ZFZ =0
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Por tanto, estas tres ecuaciones establecen que la suma algebraica de las componentes de
todas las fuerzas que actuan sobre la particula a lo largo de cada uno de los ejes coordenados
debe serigual a cero.

b. Procedimiento para el andlisis del equilibrio de particulas en el espacio

1. Trace un diagrama de cuerpo libre donde se muestre a la particula en equilibrio y todas las
fuerzas que actian sobre ella. Marque todas las magnitudes y direcciones de las fuerzas
conocidas y desconocidas sobre el diagrama.

2. Escriba las ecuaciones de equilibrio. Exprese primero cada fuerza como un vector carte-
siano en el diagrama de cuerpo libre, sustituye esos vectores en Y F =0 y después iguala a
cero las componentes i, j y k. Si la solucidon para una fuerza da un resultado negativo, esto
indica que el sentido de la fuerza es el inverso del mostrado en el diagrama de cuerpo libre.

RESUMEN DE VECTORES Y EQUILIBRIO EN EL ESPACIO

Vector en funcién de un vector
unitario

Expresién cartesiana de un vector Forma cartesiana

A=Axi+ij+AZk

F, k
Moédulo o magnitud F
A=\[A7+ AT+A] /
>
o IB F j
7 S —y
Fyi
X/
PRIMERA CONDICION DE EQUI- .
- LIBRIO:
Equilibrio de una particula en Para que un cuerpo no se trasla- F;
i F
elespacio de, la suma de fuerzas que actuan 2
sobre él debe ser nula.
>F=0
YF, =0 i
X
2XF,=0
YF,=0 B

Figura 3. Equilibrio de una particula.
Fuente: Hibbeler, 2013.
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S
Actividad N.° 4

Compare el momento de una fuerza respecto a un punto con el momento de una fuerza res-
pecto a un eje. Ademds, resuelva los ejercicios propuestos.

e Conozca los conceptos de momento y par de fuerzas que son los que causan giros en las
mdaquinas.

¢ Reconozca sistemas equivalentes de fuerzas y momentos, y realice cdlculos en tres dimen-
siones.

1. Para el sistema mostrado considere la masa de la carga igual a 50 kg. Determine la altura d
del cable AB de manera que la fuerza en los cables AD y AC tengan cada una respectiva-
mente la mitad del valor de la fuerza del cable AB.

I:Z ma>{<2 m>»|
[c

2. Determine la tensidn desarrollada en el cable AC si en el cable AB la magnitud de la tensién
es de 450 Ib.
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3. Para el bloque suspendido por el sistema de cables que se indica en la figura, se sabe que la
tensidon en el cable DA es 459 N. Determine la expresiéon cartesiana de la tensién en el cable
DB y la magnitud del peso suspendido.

4. Determine la tensién desarrollada en el cable AC si el sistema esta en equilibrio.

,12m ,15m

c/ v
%5

,,36‘
LN
A\
(\l
rd B 2.51m
X/ N Y
W=1500kN

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

e Bedford, F., & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. (3a ed.). México: Addi-
son Wesley lberoamericana.

e Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(10a ed.). México : McGraw-Hill.

e Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (12a ed.). México: Pearson
Educacién.

Lectura seleccionada N.° 1: BURJ KHALIFA

The LEGO Group. (2011). Burj Khalifa. Disponible en http://lego.build/2b?0gca


http://lego.build/2b9Ogca
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2
IEI Glosario de la Unidad I

1. Cuerpo rigido
Cuerpo que se considera no afecto a la deformacién que producen las fuerzas.
2. Equilibrio
Estado de un cuerpo que carece de aceleracion, estd en reposo o con velocidad constante.
3. Fuerza
Medida de la interaccion entre cuerpos.
4. Mecdnica
Rama de la fisica y la ingenieria que estudia el movimiento y el equilibrio.
5. Masa
Medida de la inercia de un cuerpo.
6. Momento de una fuerza
Medida del efecto de giro que origina una fuerza.
7. Particula
Cuerpo de dimensiones despreciables.
8. Peso
Medida de la interaccién gravitacional del planeta sobre un cuerpo.
9. Vector

Ente matemdtico que se representa graficamente por un segmento de recta orientado.
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E\‘]/ Autoevaluacion N.0 1

En la figura se muestran dos fuerzas de magnitudes A = 3y B = 5 unidades.

1. Determine la magnitud de la fuerza resultante de A y B usando el método del paralelogramo.

A. S5u
B. 7u
C. 8u
D. 6u
E. 4u

2. Determine la magnitud de la resultante parcial sobre el eje x usando el método de descomposicion
rectangular.
A. 0.758 u

3.425u

0.585u

1.000 U

0.446 u

moow

3. Calcule la medida del dngulo direccional respecto al eje x que forma la resultan-te de los vectores

Ay B.

A. 83.78°
B. 75.00°
C. 45.45°
D. 23.40°
E. 80.00°

4. Determine la magnitud de laresultante parcial sobre el eje x, usando descom-posicion rectangular.

A. 6.55u
B. 7.77u
C. 3.45u
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D. 1.23u
E. 696u

En la siguiente figura,| el automovil tiene una masa de 800 kg. En los extremos A y D existen
fuerzas verticales hacia abajo, cada una de 500N. Dibuje el DCL del auto para idealizar las fuerzas
actuantes sobre él. Utilice g = 9.81 m/s2.

v \“ \“
| 5 -
Tm 2m 0.8 m 1.2 m

5. Determine el momento de fuerza de la fuerza de 500 N aplicada en el punto A, respecto al punto B.

A. —-50N.m
B. +50N.m
C. -500 N.m
D. +500N.m
E. +5N.m

6. Determine la magnitud de la reaccion del piso sobre las llantas traseras del auto.

A. 2706.57 N
5687.3 N
6583.6 N
7583.3 N
4583.3N

mooOoWw

7. Determine la magnitud de la reaccién del piso sobre las llantas delanteras del auto.

>

5000.2 N
6141.43 N
55656.3 N
1234.7 N
4316.7 N

Un sistema de cables sostiene un banco de luces de 1000 Ib de peso sobre un estudio
cinematogrdfico.

oo w

a) La tensién en los cables AB y AC. 5P
b) La tensién en los cables CD y CE. 5p
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8. Determine la magnitud de la tensidén en el cable AB.

mooWw

1000 N
896.6 N
909.9 N
2692.6 N
1743.1 N

9. Calcule el valor de la tensién en el cable CE.

mooOow

1000 N
985.7 N
909.9 N
6340 N
1743.1 N

10. Determine la magnitud de la tension en el cable vertical.

A.

moOoWw

1000 N
985.7 N
909.9 N
2692.6 N
366.0N
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NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

e Bedford, F., & Fowler, W. (2000). Mecdnica para ingenieria: Estatica. México: Addison Wesley
lberoamericana.

e Bedford, F., & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estatica. (3a ed.). México: Addison
Wesley Iberoamericana.

e Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estatica. (10a
ed.). México: McGraw-Hill.

« Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (12a ed.). México: Pearson Educacion.
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UNIDAD II
Equilibrio de cuerpos rigidos, centroides y centros de gravedad

DIAGRAMA DE PRESENTACIéN DE LA UNIDAD II
(7

[ CONTENIDOS |——[ EJEMPLOS  }———»[ ACTIVIDADES |

E | o

AUTOEVALUACION | <—— BIBLIOGRAFIA

ORGANIZACION DE LOS APRENDIZAJES

Resultados del aprendizaje de la Unidad Il: Al finalizar la unidad, el estudiante comprende sistemas de
fuerzas equivalentes. Aplica las ecuaciones de equilibrio estdtico del cuerpo rigido mediante modelos
matemdticos determinando las reacciones en los apoyos en los elementos conformantes del sistema
en estudio. Ademds, determina los centroides y centros de gravedad de cuerpos arbitrarios. Resuelve
problemas aplicativos con exactitud.

CONOCIMIENTOS HABILIDADES ACTITUDES

Tema N.° 1:Cuerpos rigidos. Sistemas
equivalentes de fuerzas

1. Cuerpo rigido vy principio de
fransmisibilidad

2. Momento de una fuerza con
respecto a un punto

3. Teorema de Varignon o principio
de momentos

4. Momento de una fuerza con
respecto a un eje

5. Pares. Momento de un Par

6. Sistemas equivalentes de fuerzas
Tema N.° 2: Equilibrio de cuerpos rigidos
en dos dimensiones

1. Equilibrio en dos dimensiones

2. Diagrama de cuerpo libre

3. Equilibrio de un cuerpo sujeto a
dos fuerzas

4. Equilibrio de un cuerpo sujeto a
fres fuerzas

Tema N.° 3: Equilibrio de cuerpos rigidos
en tres dimensiones

1. Equilibrio de un cuerpo rigido en
fres dimensiones
2. Reacciones en los apoyos vy

conexiones de una estructura
fridimensional

1. Determina la magnitud y direccién
del momento de una fuerza, que
en particular producen giros en las
mdqguinas.

2. Calcula e interpreta el momento de
un par.

3. Reconoce sistemas equivalentes de
fuerzas y momentos.

Actividad N.° 1

Resuelve ejercicios y problemas de
cuerpos rigidos y sistemas equivalentes
de fuerzas.

4. Establece y aplica condiciones de
equilibrio de los cuerpos rigidos en
el plano con diferentes soportes, asi
como las restricciones a las mismas.

5. Aplica las condiciones de equilibrio
de cuerpos rigidos sometidos a dos o
a fres fuerzas, en dos dimensiones.

Actividad N.° 2
Resuelve ejercicios y problemas sobre

equilibrio de cuerpos rigidos en dos
dimensiones.

6. Establece y aplica condiciones de
equilibrio de los cuerpos rigidos en el
espacio con diferentes soportes.

Actividad N.° 3

Resuelve ejercicios y problemas sobre

equilibrio de cuerpos rigidos en tres
dimensiones.

1. Se motiva por la ufiidad que fiene
el equilibrio de los cuerpos rigidos,
los cuales sustentan la diversidad de
usos de las estructuras que existen en
nuestra sociedad.

2. Participa en lograr su aprendizaje

de las técnicas para determinar el
centfro de gravedad de un cuerpo y
valora la contribucién que tiene en el
desarrollo de multiples aplicaciones
tecnoldgicas.
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Tema N.° 4: Centroides y centro de 7. Muestra cémo se determina el centro

gravedad de gravedad y el centroide, para un
» . i sistema de particulas discretas y de
1. Intfroduccion. Centroides de dareas un cuerpo de forma arbitraria.
y lineas

8. Utiliza el teorema de Pappus-Guldinus
para encontrar el drea superficial y
el volumen de un cuerpo que tiene
simetria axial

2. Centros de gravedad en lineas, en
dreas y en volumenes

3. Cenfro de gravedad de cuerpos

compuestos
4. Determinacién del centroide por Actividad N.° 4
integracién Determina los centroides de cuer-
5. Férmulas de centroides de figuras POS compuestos, resuelve  ejercicios
comunes de dreas y de lineas propuestos.
6. Teorema de Pappus-Guldinus. Tarea académica N.° 1:

Elabora una monografia de las lecturas
Lectura seleccionada N.° 2: seleccionadas N.° 1,2y 3.

El Canal de Panamad
Avutoevaluacién de la Unidad I
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Cuerpos rigidos. Momento de fuerza

Tema N.°1

Figura 4. Cuerpo rigido en equilibrio.
Fuente: Tomada de Hibbeler, 2013.

Un cuerpo rigido puede considerarse como una combinacién de un gran niUmero de particulas
donde todas estas permanecen a una distancia fija entre si, tanto antes como después de la
aplicacion de una carga. Este modelo es importante porque las propiedades del material de
todo cuerpo que se supone rigido no tendrdn que tomarse en cuenta al estudiar los efectos de
las fuerzas que actUan sobre dicho cuerpo. En la mayoria de los casos, las deformaciones reales
gue ocurren en estructuras, mdaquinas, mecanismos, etcétera, son relativamente pequenas, vy el
supuesto de cuerpo rigido resulta adecuado para el andlisis.

Los efectos de las fuerzas dependen no solo de sus magnitudes y direcciones, sino tfambién de
los momentos que ejercen. El momento de una fuerza es una medida de su tfendencia a causar
giros. Los momentos causan el giro de maquinaria como la manivela de un barco de vela, las
ruedas de un vehiculo, los ciglenales y las turbinas. Aun sila suma de las fuerzas que actian so-
bre un cuerpo es nula, estas pueden ejercer un momento que se denomina “par”. Si un cuerpo
estd en equilibrio, la suma de los mo-mentos respecto a cualquier punto debido a las fuerzas
externas y pares actuantes en él es igual a cero. Antes de continuar con el estudio del diagrama
de cuerpo libre y del equilibrio, es necesario conocer sobre los momentos, los pares y el concep-
to de sistemas equivalentes de fuerzas y momentos.

1. Cuerpos rigidos y principio de transmisibilidad

En toda la linea de accidn de una fuerza, su efecto externo ejercido sobre un cuerpo rigido es
invariable. Luego, segun Beer et al. (2013):

el principio de transmisibilidad establece que las condiciones de equilibrio o movimiento de
un cuerpo rigido permanecerdn inalteradas si una fuerza F que actia en un punto dado de
ese cuerpo se reemplaza por una fuerza F' que tiene la misma magnitud, direccidon y sentido,
pero que actua en un punto distinto, siempre y cuando las dos fuerzas tengan la misma linea
de accién (p. 62).

Las dos fuerzas F y F' tienen el mismo efecto sobre el cuerpo rigido y se dice que son equivalen-
tes. Las fuerzas que actiuan en una particula pueden ser representadas por vectores, los cuales
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tienen un punto de aplicacion bien definido, la particula mis-ma vy, por consiguiente, serdn vec-
tores fijos o adheridos. Sin embargo, en el caso de fuerzas que actlan sobre un cuerpo rigido,
el punto de aplicacién de una fuerza no es importante siempre y cuando su linea de accidon
permanezca inalterada. Por tanto, las fuerzas que actian sobre un cuerpo rigido deben ser re-
presentadas por una clase de vector diferente, el vector deslizante.

o F F!

I .

©
RlT 1 2

Figura 5. Principio de fransmisibilidad.
Fuente: Beer, 2013.

2. Momento de una fuerza

Cuando una fuerza se aplica a un cuerpo, esta producird una tendencia a que el cuerpo gire
alrededor de un punto que no estd en la linea de accién de la fuerza. Esta tendencia a girar se
conoce en ocasiones como par de torsidén, pero con mayor frecuencia se denomina el momen-
to de una fuerza o simplemente el momento. Tal es el caso de la llave de torsidbn que se usa para
desenroscar el perno de la figura adjunta. Si se aplica una fuerza al maneral de la llave, esta
tenderd a girar el perno alrededor del punto O (o el eje z).

La magnitud del momento es directamente proporcional a la magnitud de F y a la distancia
perpendicular o brazo de momento d. Cuanto mds grande sea la fuerza o mds grande sea el
brazo de momento, mayor serd el momento o el efecto de giro. Las unidades del momento son
el producto de las unidades de fuerza y distancia, es decir, N.m o lb.pie.

3. Formulacién escalar del momento de una fuerza con respecto a un punto

Considerando la figura siguiente, el vector momento M con respecto al punto O, o con respec-
to a un eje que pase por O y sed perpendicular al plano, tiene magnitud y direccién especificas.

Magnitud: La magnitud de M, es M =Fd

donde drepresenta el brazo de momento o distancia perpendicular desde el eje en el punto O
hasta la linea de acciéon de la fuerza.
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Eje de momento

(a) sentido de rotacion (b)

Direccién: La direccidon de Mo estd definida por su eje de momento, el cual es perpendicular al
plano que contiene la fuerza F, y por su brazo de momento d.

Para establecer el sentido de direccion de Mo, se utiliza la regla de la mano derecha. De acuer-
do con estaregla, el curveo natural de los dedos de la mano derecha cuando estos se doblan
sobre la palma representa la tendencia para la rotacion.

En dos dimensiones, este vector se representa con la flecha curva como en la figura b. Por con-
siguiente, el sentido de rotacién puede ser anti horario (positivo) u horario (negativo).
4. Formulacion vectorial del momento de una fuerza respecto a un punto

El momento de una fuerza F con respecto al punto O, es decir, con respecto al eje del momento
que pasa por O y es perpendicular al plano que contfiene a O y a F, puede expresarse por el
producto vectorial.

Eje de z
momento
F
M
r
O y

<
S)

Il
N

X
\;11 YL Ny
St

oY

5
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AQUI F representa un vector de posicion frazado desde O hasta cualquier punto que se encuen-
tfre sobre la linea de accién de F.
5. Principio de momentos o teorema de Varignon

El momento con respecto a un punto dado O de la resultante de varias fuerzas concurrentes es
igual a la suma de los momentos de las distintas fuerzas con respecto al mismo punto O.

I‘X(F1+ F2+'")=I‘X F1+I‘XF2+'"

y

z

6. Momento de una fuerza con respecto a un eje

El momento de una fuerza respecto a un eje L se puede obtener:

L<\
19 j \
N :

Meje:lu.(er)

r
7
7
7

U es el vector unitario del eje L.

7 es el vector de posiciéon trazado desde cualquier punto del eje a un punto cualquiera de la
linea de accidn de la fuerza.

H, H, H.
Meje =\r. r,
F Fy F,
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7. Momento de un par

Se dice que dos fuerzas F y -F que tienen la misma magnitud, lineas de accién paralelas y sen-
fidos opuestos forman un par. Obviamente, la suma de las componentes de las dos fuerzas en
cualquier direccidon es igual a cero. Sin embargo, la suma de los momentos de las dos fuerzas
con respecto a un punto dado no es cero. Aunque las dos fuerzas no originaran una traslaciéon
del cuerpo sobre el que estdn actuando, estas si tenderian a hacerlo rotar.

M=ry, xF +rg x (-F)=@, —-r3)x F
M=rxF
El momento de un par se da por la suma de los momentos de las fuerzas respecto a un punto O:

r: Vector de posicidon que va del punto B al punto A cualesquiera.

En la siguiente figura se verifica que la magnitud del momento par estd dada por

M =F(a+d)-Fa

M =Fd

7. Pares equivalentes

Se sabe que los vectores momento de los pares son vectores libres y se pueden sumar o restar
independientemente de su posicion en el espacio. Luego, el Unico movimiento que un par le
puede impartir a un cuerpo rigido es una rotacién. Como cada uno de los tres pares mostrados
tiene el mismo momento M (la misma direccién y la misma magnitud M = 120 lb. in), se puede
esperar que los tres pares tengan el mismo efecto sobre la caja.
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M
T 301b
—

4 in. 301b
301b

ﬁ in. ¥ /L in. X /: in. X
201b . / 301
,/H 6 m'% b / /

a) b) c)

8. Reduccidén de un sistema de fuerzas a un sistema equivalente de fuerza y
momento par

Considérese un sistema de fuerzas F1, F2, F3...que actian sobre un cuerpo rigido en los puntos
Al, A2, A3..., definidos por los vectores de posicidn rl, r2, r3, etc. (figura a). La fuerza F1 puede
ser frasladada de Al a un punto da do O, si se agrega al sistema original de fuerzas un par de
momento M1, igual al momento r1 x F1 de F1 con respecto a O. Si se repite este procedimiento
con F2, F3..., se obtiene el sistema mostrado en la figura b, que consta de las fuerzas originales,
ahora actuando en O, y los vectores de par que han sido agregados. Como ahora las fuerzas
son concurrentes, pueden ser sumadas vectoriaimente y reemplazadas por su resultante R. De
manera similar, los vectores de par M1, M2, M3... pueden sumarse vectorialmente y ser reempla-
zados por un Unico vector de par M’g‘ Por tanto, cualquier sistema de fuerzas, sin importar qué
tan complejo sea, pue de ser reducido a un sistema equivalente fuerza par que actia en un
punto dado O. (figura C).

F, R
R
/% vl
F; I‘I‘O/I" F
2 3 —_ — (@)
rs\/ f— —
A3

a)

4



MECANICA VECTORIAL - ESTATICA
Manual Autoformativo Interactivo

Actividad N° 1

Compare el momento de una fuerza respecto a un punto con el momento de una fuerza res-
pecto a un eje. Ademds, resuelve los ejercicios propuestos.

* Conozca los conceptos de momento y par de fuerzas, que son los que causan giros en las
mdquinas.

* Reconozca sistemas equivalentes de fuerzas y momentos.

1. Determine el momento respecto al punto O (en realidad, respecto al eje z que pasa por O)
de la fuerza de 500 N representada en la figura.

X F=500N

3 m \30°

(0]

2. Lafuerza de 120 N es aplicada como se muestra en A. Si a= 30°, determine el momento de
F respecto al centro O del perno.

F=120N

>
]
’b,b L
. 25 mm
o t
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3. Determine el momento de F respecto de B.

F=15N 200mm

350 mm

4. Determine, respecto a O, el momento de fuerza en forma escalar usando componentes de F.

400 N

|«—100 mm—
. 60°

— = e, 1

<—mm—>|

5. El cilindro hidrdulico ejerce una fuerza de 8 kN que es paralela a la botella y a los puntos C y
B. Determine los momentos de la fuerza sobre los puntos A y D.

«— 1m—
D
9 y
Hydraulic c
cylinder

‘ B

©—@ '
‘ / L
—>| |[«<0.6m—> Scoop

0.15m

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:
e Bedford, F. & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. (3a ed.). México:
Addison Wesley lberoamericana.

e Beer, F., Johnston, E.& Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(100 ed.). México: McGraw-Hill.

e Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (12a ed.). México: Pearson
Educacién.
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Equilibrio de cuerpos rigidos en el plano

1.

Tema N°2

Figura 5. Cuerpo rigido en equilibrio.
Fuente: Beer, 2013.

Hasta ahora hemos aprendido que la estdtica es el andlisis de cuerpos en equilibrio, incluidos los
puentes, las presas y los edificios. Ahora que ya sabemos cémo calcular momentos de fuerza, ya
podemos enfrentarnos a problemas de equilibrio mds interesantes. En este tema establecemos
las ecuaciones de equilibrio y describimos modelos sencillos de los diversos tipos de soportes
utilizados en ingenieria. Luego, mostramos cédmo usar las ecuaciones de equilibrio para obtener
informacion respecto a los sistemas de fuerzas y momentos que actian sobre los cuerpos.

Condiciones para el equilibrio de un cuerpo rigido

o

e
3
)2( \ F2
M1 (a)

(b)
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El sistema mostrado de fuerzas y momentos de par que actian sobre un cuerpo (figura a) pue-
den reducirse a una fuerza resultante y un momento de par equivalentes en cualquier punto
arbitrario O sobre el cuerpo o fuera de él (figura b). La condicién para el equilibrio es que tanto la
fuerza como el momento de parresultantes sean iguales a cero. Matemdticamente, el equilibrio
de un cuerpo se expresa como

FR = ZFZO
(Mg)o = 2Mp =0

v La primera de estas ecuaciones establece que la suma de las fuerzas que actian sobre
el cuerpo es igual a cero. Ello verifica fraslacion nula.

v/ Lasegunda ecuacion establece que la suma de los momentos de todas las fuerzas en el
sistema con respecto al punto O, anadida a todos los momentos de par, es igual a cero.
Con lo cual se verifica rotacién nula.

2. Equilibrio en dos dimensiones

Muchas aplicaciones en ingenieria implican sistemas de fuerzas y momentos. Por ejemplo, fuer-
zas y momentos ejercidos sobre diferentes vigas y estructuras planas, pinzas, algunas grias y
otras mdaquinas, asi como ciertos tipos de puentes y presas. Aqui analizamos soportes, diagramas
de cuerpo libre y las ecuaciones de equilibrio para aplicaciones bidimensionales.

Ecuaciones escalares de equilibrio en dos dimensiones

Cuando las cargas y las reacciones de un cuerpo en equilibrio forman un sistema bidimensional
de fuerzas y momentos (momentos perpendiculares al plano), se encuentran relacionadas por
fres ecuaciones escalares de equilibrio:

2E,=0 ZFJ'/:O Z1V[cualquierpunto =0

Soportes

Algunos tipos muy comunes de soportes se representan con modelos estilizados llamados con-
venciones de soporte. Los soportes reales a menudo se parecen a los modelos estilizados, pero,
aungue no se parecieran, los representamos por medio de estos modelos si los soportes reales
ejercen las mismas (o aproximadamente las mismas) reacciones que los modelos.

MODELADO DE SOPORTES USADOS EN APLICACIONES BIDIMENSIONALES

| Soportes Reacciones |

g

Cuerda o cable Resorte Una fuerza colineal

Contacto con una superficie lisa Una fuerza normal
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Soportes Reacciones
NQM |
A—>T X
X Ay
Contacto con una superficie rugosa Dos componentes de fuerza
—_— (e X

Soporte de pasador

Dos componentes de fuerza

Soporte empotrado

Yy
f/*él
Y ——
fs,

Dos componentes de fuerza y un par

£

Soporte de rodillo

S ==

O/\

Soporte equivalentes

===

Una fuerza normal

= & &

Pasador guiado o deslizador

&

h

Una fuerza normal

Figura 6. Soportes en el plano.
Fuente: Bedford, 2000, p. 210.

Diagrama de cuerpo libre

Para construir el diagrama de cuerpo libre de un cuerpo rigido o cualquier grupo de cuerpos

considerados como un solo sistema, deben darse los siguientes pasos:

1.

Trace el contorno:

Idealice el cuerpo aislado o recortado “libre” de sus restricciones y conexiones, y delinee (en
un bosquejo) su conforno.

Muestre todas las fuerzas y momentos de par.

Identifique todas las fuerzas externas conocidas y desconocidas y los momentos de par que
actian sobre el cuerpo. Las que por lo general se encuentran se deben a (1) cargas aplica-
das, (2) reacciones que ocurren en los soportes o en puntos de contacto con otros cuerpos,
y (3) el peso del cuerpo.
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3. lIdentifique cada cargay las dimensiones dadas

Las fuerzas y los momentos de par que se conocen deben marcarse con sus propias magnitu-
desy direcciones. Indique las dimensiones del cuerpo necesarias para calcular los momentos
de las fuerzas.

Ejemplos de DCL:

a. Viga ingrdvida soportada por un pasador y un rodillo.

Yy
F | F
A l B A B
o ® A—H'Q O|—x
S - N TR
v
30°
—_— —_—
Reacciones debidas al Reacciones debidas al
soporte de pasador soporte de rodillo

b. Cuerpo ingrdvido soportado por un empotramiento y un cable unido a él en dos puntos.

Reacciones
debidas al cable T
“«——70
Q) y
M, T
a (/
d —X
A Zé |
\\TAY

Reacciones debidas
al empotramiento

3. Equilibrio en elementos de dos y tres fuerzas
Elemento de dos fuerzas

El elemento tiene fuerzas aplicadas en solo dos puntos sobre el elemento. Un ejemplo se muestra
en la figura adjunta. Para satisfacer el equilibrio de fuerzas, Fa y Fs deben tener la misma magni-
tud, Fa = Fs = F, pero direccién opuesta.

Por lo tanto, para que cualguier elemento de dos fuerzas esté en equilibrio, las dos fuerzas que
actuan sobre él deben tener la misma magnitud, actuar en direcciones opuestas y tener la mis-
ma linea de accién, dirigida alo largo de la linea que une los puntos donde actian estas fuerzas.
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Elemento de tres fuerzas

Si un elemento estd sometido a solo tres fuerzas, se denomina “elemento de tres fuerzas”. El
equilibrio de momento se puede satisfacer solo si las tfres fuerzas forman un sistema de fuerzas
concurrentes o paralelas. Para ilustrar esto, considere el elemento sometido a las fres fuerzas F1,
F2y Fs, que se muestra en la figura a. Silas lineas de accion de Fi y F2 se intersecan en el punto O,
entonces la linea de accidén de F3 también debe pasar por el punto O, de modo que las fuerzas
satisfagan 3 M, =0. Como caso especial, si las tres fuerzas son paralelas (figura b), la ubicacion
del punto de interseccidon O se aproximard al infinito.

/ V}3 TFl TF3

Fq
(a) (b)

Luego, para el caso de elementos a dos y fres fuerzas, analizar el equilibrio implica establecer
ecuaciones que no requieren del trazo de vectores componentes y su solucion es respaldada
por la geometria del problema.

4. Procedimiento para el andlisis del equilibrio de un cuerpo rigido en el plano
1. Diagrama de cuerpo libre

v Establezca los ejes x e y en cualquier orientacién adecuada.

v Marque en el diagrama todas las magnitudes y direcciones de las fuerzas y momentos de
par conocidas y desconocidas.

v/ Puede suponer el senfido de una fuerza con una magnitud desconocida.
v Indigue las dimensiones necesarias.
2. Aplique las ecuaciones de equilibrio: ZFX =0 ZF} =0 Z‘Mcualquier punto = 0

v/ Las componentes son positivas si estdn dirigidas a lo largo de un eje positivo, y negativas si
estdn dirigidas a lo largo de un eje negativo. Los momentos de par son positivos si fienen
rotacién antihoraria.

v Silasolucién produce un resultado negativo, esto indica que el sentido de la fuerza o mo-
mento de par es el inverso del mostrado sobre el diagrama de cuerpo libre.
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RESUMEN DE EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIiGIDO EN EL PLANO

CONDICIONES DE Un cuerpo en equiliorio no gira
pero puede trasladarse con velo-

EQUILIBRIO cidad constante, o no se mueve

ECUACIONES Basta aplicar las condiciones de equi-
librio en forma escalar. 2Fy =0
ESCALARES ZFy =0
XMy =0
DIAGRAMA DE Reacciones més comunes en sopor-
tes:
CUERPO LIBRE
F
Rodillo

Pasador o bisagra lisa

y

E M@J

Figura 7. Equilibrio en el plano.
Fuente: Hibbeler, 2013.
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-
Actividad N."2

Analice el equilibrio de cuerpos rigidos en el plano:

1. Sila varilla homogénea pesa 100 Ib, determine las reacciones en el pasador Ay en el cable.

2. Para la varilla homogénea de 50 Ib de longitud, determine las reacciones en el pasador A 'y
en el rodillo B.

12 pies B
Af@ D)4
e

3. Sin tomar en cuenta la friccion, determine, en funcion de P, la tension en el cable ABD y la
reaccion en el pasador C, cuando 6=460° . Considere que la varilla es ingravida.

B

_a_lp/

-« a->|

<« d—

4. Ignorando el peso de la varilla y siendo la masa de 10 kg, determine la reaccién en el pasa-
dor C y en el rodillo de apoyo en B.
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5.

Para la viga y las cargas mostradas, determine el rango de valores de W para los que la
magnitud del par en D no excede 40 Ib.ft.

5 ft i E
(Q 0
40 b 401b
4ft—|—4f

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estatica.
(10a ed.). México: McGraw-Hill.

Bedford, F. & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. (3a ed.). México:
Addison Wesley Iberoamericana.

Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdfica. (12a ed.). México: Pearson
Educacién.
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Equilibrio de cuerpos rigidos en tres dimensiones

Tema N.°3

Figura 8. Cuerpos rigidos en tres dimensiones.
Fuente: Beer, 2013.

Hemos visto que cuando un cuerpo en equilibrio estd sometido a un sistema bidimensional de
fuerzas y momentos, no se pueden obtener mds de tres ecuaciones independientes de equili-
brio. En el caso de un sistema tridimensional de fuerzas y momentos, se pueden obtener hasta
seis ecuaciones independientes de equilibrio: las fres componentes de la suma de las fuerzas
deben ser nulas y las fres componentes de la suma de los momentos respecto a cualquier punto
deben también seriguales a cero.

El procedimiento para determinar las reacciones sobre cuerpos sometidos a sistemas tridimen-
sionales de fuerzas y momentos -dibujar el diagrama de cuerpo libre y aplicar las ecuaciones
de equilibrio- es el mismo que para el de dos dimensiones. Solo se requiere familiarizarse con las
convenciones de soporte usadas en las aplicaciones fridimensionales.

1. Equilibrio en tres dimensiones

Muchas aplicaciones en ingenieria implican sistemas de fuerzas y momentos en sistemas espa-
ciales; por ejemplo, fuerzas y momentos ejercidos sobre estructuras espaciales, grias y mdqui-
nas, asi como techos, puentes y presas. Aqui analizamos soportes, diagramas de cuerpo libre y
las ecuaciones de equilibrio para aplicaciones bidimensionales.

Ecuaciones vectoriales de equilibrio en tres dimensiones

Las dos condiciones para lograr el equilibrio de un cuerpo rigido pueden ser expresadas mate-
mdticamente en forma vectorial como

SF=0
>M, =0

donde =F esla suma vectorial de todas las fuerzas externas que actian sobre el cuerpo y =M ,es
la suma de los momentos de par y los momentos de todas las fuerzas con respecto a cualquier
punto O localizado en o fuera del cuerpo.
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Ecuaciones escalares de equilibrio en tres dimensiones

Cuando las cargas y las reacciones de un cuerpo en equilibrio forman un sistema fridimensional
de fuerzas y momentos, se encuentran relacionadas por seis ecuaciones escalares de equilibrio:

YF,=0 XF,=0 XF,=0
SMy=0 SM,=0 3M,=0

Al usar estas seis ecuaciones escalares de equilibrio se puede resolver cuando mucho seis incog-
nitas mostradas en el diagrama de cuerpo libre.

Soportes:

Aun cuando los soportes reales no se parezcan fisicamente a los modelos, representamos por
medio de estos modelos si los soportes reales ejercen las mismas (o aproximadamente las mis-
mas) reacciones que los modelos.

MODELADO DE SOPORTES USADOS EN APLICACIONES BIDIMENSIONALES

Soportes Reacciones

A,
Cuerda o cable Una fuerza colineal
’V 1
A /W_x
L Z
Contacto con una superficie lisa Una fuerza normal

y

/

Z
Contacto con una superficie rugosa Tres componentes de fuerza
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Soportes Reacciones
Y y
4, T
X ——— X
AZ/ Ay
Z g
Soporte de bola y cuenca Tres componentes de fuerza
y Yy
N

4
Soporte de rodillos

Z
Una fuerza normal

y

Z

Soporte empotrado

Tres componentes de fuerza,
Tres conmponentes de par
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z
Articulacion Tres componentes de fuerza,
(el ede z es paralelo al dos componentes de par
eje de la articulacion) y
A
yT
Yy A > X
// 4,
Z
(Cuando no se genera pares)
X y
I
1
’ T
y
¢ Cojinete — —— X
(El eje z es paralelo al eje / AX
del arbol soportado z

(Cuando no se generan
pares ni fuerza axial)

Figura 9. Soportes en tres dimensiones.
Fuente: Bedford, 2000, p. 243
Diagrama de cuerpo libre:

Para construir el diagrama de cuerpo libre de un cuerpo rigido en tres dimensiones, procede-
mos en forma andloga al andlisis en dos dimensiones con las consideraciones de los soportes
tfridimensionales.
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Ejiemplo: Para el letrero de densidad uniforme, apoyado en una rétula esférica en A y sujetado
por cablesen By E.

W =-(2701b) j

2. Procedimiento para el andlisis del equilibrio de una particula en el espacio

1. Elabore el diagrama de cuerpo libre.

4

v

v

Establezca los ejes x, y y z en una orientacién adecuada.

Marque en el diagrama todas las magnitudes y direcciones de las fuerzas y momentos de
par conocidas y desconocidas.

Muestre las componentes desconocidas con un sentido positivo a lo largo de los gjes x, y
y Z.

Indigue las dimensiones necesarias.

2. Apligue las ecuaciones de equilibrio.

v

Segun la conveniencia se deben aplicar las ecuaciones escalares o las ecuaciones vec-
toriales.

En ocasiones serdn necesarios usar ejes de direccién arbitraria para realizar la suma de
fuerzas y momentos.

Sila solucion produce un resultado negativo, esto indica que el sentido de la fuerza o mo-
mento de par es el inverso del mostrado sobre el diagrama de cuerpo libre.
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Actividad N.* 3

Resuelva ejercicios y problemas sobre equilibrio de cuerpos rigidos en tres dimensiones

1. En la figura la placa estd soportada por bisagras en A y en B, también por el cable CE. Las
bisagras, propiamente alineadas, no generan pares sobre la placa, y la bisagra en A no ge-
nera una fuerza sobre la placa en la direccién del eje de la bisagra. Ademds, la magnitud
del momento de la tension en la cuerda respecto al eje z no debe ser mayor de 337 Nm.
Determine para tal condicidon el peso maximo de la placa que puede ser soportado por el
sistema.

y

‘k 100mm

/
D\/ X

2. Elelemento horizontal de peso despreciable estd sujetado por una rétula en O. Determine las
magnitudes de las tensiones en los cables y la magnitud de la reaccién en O.
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3. Latension en el cable AB es 800 Ib. Determine las reacciones en el soporte empotrado en el
punto C.

4ft %
[ :
Z/ % (6,0,4) ft

4. El elemento de peso despreciable es soportado por una rétula en O, un cable AE y un co-
jinete simple (que no genera pares). Sobre la barra actéan una fuerza P y un par C, ambos
paralelos al eje x. Determine las magnitudes de las reacciones en D y en O, asi como la

tension en el cable.

A
/o2 | 2f
X ¥ P=20001b

\/

Y c=60001bft

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

e Bedford, F., & Fowler, W. (2000). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. México: Addison
Wesley Iberoamericana.

e Bedford, F., & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. (3a ed.). México:
Addison Wesley lberoamericana.

e Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(10a ed.). México: McGraw-Hill.

e Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (12a ed.). México: Pearson
Educacién.
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Centroides y centro de gravedad

Tema N.°4

Figura 10. Estructura de almacenamiento.
Fuente: Hibbeler, 2013.

1. Introduccion. Centro de gravedad y centroide de un cuerpo

A continuacién, mostraremos en primer lugar cémo localizar el centro de gravedad para un
cuerpo y después deduciremos que el centro de masa y el centroide de un cuerpo pueden
desarrollarse con este mismo método.

Centro de gravedad

Un cuerpo estd compuesto de un nUmero infinito de particulas de tamano diferencial y, por
tal razdn, si el cuerpo se ubica dentro de un campo gravitatorio, entonces cada una de estas
particulas tendrd un peso dW (figura a). Estos pesos formardn un sistema de fuerzas aproximada-
mentfe paralelas, y la fuerza resultante de este sistema es el peso total del cuerpo, la cual pasa
solo a través de un punto llamado el “centro de gravedad G” (figura b). Esto es cierto mientras se
suponga que el campo de gravedad tiene la misma magnitud y direccién en todas partes. Ese
supuesto es apropiado para la mayoria de las aplicaciones de ingenieria, ya que la gravedad
no varia apreciablemente entre, por ejemplo, la parte inferior y la superior de un edificio.

~— <

(a) (b)
Se sabe que el peso de un cuerpo es la suma de los pesos de todas sus particulas, es decir:
+1Fr = XF,; w o= [aw

La ubicacion del centro de gravedad, medida desde el gje vy, se determina al igualar el mo-
mento de W con respecto al eje y (figura b) con la suma de los momentos de los pesos de las
particulas con respecto a ese mismo eje. Si dW se ubica en el punto X,),Z (figura a), entonces:

M, =ZM,, W = [xaw

12
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De la misma manera, si se suman los momentos con respecto a los ejes x y y:
(MR)X :ZMX; yw = f}7dW

(MR)X = ZMX; zW = /de

Luego, la ubicacién del centro de gravedad G con respecto a los ejes x, y y z es la siguiente:

/iw )_/z/j/dW Z:/zarw
/dW /dW /dW

G=(xvY;2z

X=

donde:
G = Cenftro de gravedad
X, Y, z= Coordenadas del centro de gravedad

v El centro de gravedad toma en cuenta los materiales que componen el cuerpo vy es el
punto donde estd aplicada la fuerza resultante equivalente llamada peso W.

Centro de masa:

Al sustituir dW = g dm en la ecuacién del centro de gravedad, obtenemos el centro de masa
de un cuerpo. A fin de estudiar la respuesta dindmica o el movimiento acelerado de un cuerpo,
resulta importante localizar este punto.

/ Xdm / ydm / Zdm

R R P

2. Centros de gravedad y centroide en lineas, dreas y volOmenes

Centroide de un volumen

Si el cuerpo de la figura a estd hecho de un material homogéneo, entonces su densidad (po)
serd constante. Por lo tanto, un elemento diferencial de volumen dV tiene una masa dm=dV. Al
sustituir esto en las ecuaciones de centro de masa y al cancelar, obtenemos férmulas que loca-
lizan el centroide C o centro geométrico del cuerpo asi:

13
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|

Centroides de lineas

Para alambres de seccidén constante.
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Consideraciones importantes

v/ El centroide representa el centro geométrico de un cuerpo, es una propiedad geo-mé-
frica y no considera los materiales del cuerpo. El centro de gravedad es una propiedad
fisica y considera los materiales que componen el cuerpo.

v/ Este punto coincide con el centro de masa o con el centro de gravedad solo si el material
gue compone el cuerpo es uniforme u homogéneo.

v/ Las féormulas usadas para localizar el centro de gravedad o el centroide simplemen-te
representan un balance entre la suma de momentos de todas las partes del sis-tema y el
momento de la resultante para el sistema.

v Enalgunos casos, el centfroide se ubica en un punto fuera del objeto, como en el caso de
un anillo, donde el centroide estd en el centro del anillo. Ademds, este pun-to se encon-
frard sobre cualquier eje de simetria del cuerpo.

3. Férmulas de centroides de formas comunes de dreas y de lineas.

Forma - _ Area
x ¥
Area
_ h bh
triangular 5 -
Un cuarto de area
circular 4y 4r v’
3z 3z 4
Area semicircular
4r r’
0 3z 2
Un cuarto de area
eliptica r 4a 4p rab
D e | 3 | 4
Area semieliptica ol_|
- 7 - o | 4 | =
3z
Area semiparaboli-
ca 3a 3h 2ah
8 5 3
Area parabdlica
3h 4dah
o | 3 3
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Enjuta parabdlica a |
3a 3h ah
10
Enjuta general
n+1 n+1 ah
a h
n+2 4n+2 n+1
Sector circular \
%
2r sena 2
__\ 1 l (04 - —3 0 ar
o fa |C a
-——
Forma 53 J_/ Longitud
Un cuarto de arco
circular 2r 2r r
| ¢ b T 2
Arco semicircular
o~ - 0 2r
= T mr
Arco de circulo \
/ r //Y
\ _ - - l/oc C v sena
_O =~ \_\ Ia - a 0 26”"
| x >|

Figura 11. Centroides de figuras planas.
Fuente: Beer, 2013.

4. Determinacién de centroides por integracion

El centro de gravedad o cenfroide de un objeto o forma se puede determinar mediante integra-
ciones simples por el siguiente procedimiento:

1. Seleccionar un elemento diferencial

Seleccione un sistema coordenado apropiado, especifique los ejes coordenados y luego

6
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elija un elemento diferencial para la integracién: para lineas, dL; para dreas, dA, con una
longitud finita y ancho diferencial; para volimenes, el elemento puede ser un disco circular
de volumen dV, con un radio finito y espesor diferencial.

2. Expresar tamano y brazos de momento

Exprese la longitud dL, el drea dA o el volumen dV del elemento en términos de las coorde-
nadas que describen la curva. Exprese los brazos de momento para el centroide o centro de
gravedad del elemento en términos de las coordenadas que describen la curva.

3. Integraciones.

Sustituya las formulaciones para dL, dA o dV en las ecuaciones apropiadas y exprese la fun-
cion en él, integrando en términos de la misma variable aplicada al espesor del elemento.
Los limites de la integral se definen a partir de las dos ubicaciones extremas del espesor dife-
rencial del elemento, de manera que cuando los elementos se “suman” o la integracion se
realiza, toda la regidn queda cubierta.

5. Centiro de gravedad de cuerpos compuestos

Un cuerpo compuesto consiste en una serie de cuerpos mds simples conectados, los cuales pue-
den ser rectangulares, triangulares, semicirculares, etcétera. Un cuerpo de este tipo a menudo
puede ser seccionado o dividido en sus componentes y, si se conocen el peso y la ubicacion de
cada una de esas partes, es posible eliminar la necesidad de la integracion para determinar el
centro de gravedad de todo el cuerpo.

Veamos el caso de una placa mostrada en la figura siguiente:

z V4

W

Procedimiento para determinar el centroide de un cuerpo compuesto:

1. Separe el cuerpo en partes de formas conocidas.

2. Determine el centroide de cada parte por separado. Ademds, determine el drea de cada
parte y el drea total.

17
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Al C3 o

A;

(@) X O X

3. Las coordenadas del centroide C del cuerpo compuesto se determinan promediando los
centroides de las partes.

D %A D.vA4
s TS

8
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-
Actividad N.° 4

Determine el centro de gravedad y el centroide para un sistema de particulas discretas, y de un
cuerpo de forma arbitraria.

1. Localice el centroide del drea plana mostrado en cada figura.

«—38 in.—>|<— 9 in._>|

4.5in) \.
i

n.
\ 9in.

2. Llocadlice el centroide del drea planasir=4éin,c =14iny b =18 in.

y

N

«— (—> |«—b——

3. Determine las coordenadas del centroide.

)|/
2 in
81in
3Iin
X
«4 in—>| <— 6in —»
«—10 in—>
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4. Llocadlice el centroide del drea de seccion transversal de la viga compuesta construida a
partir de una canaleta y una viga de patin ancho.

0.40 Pulg.

*
0.65 Pulg. —»I <—|/_ 4 3-49 Pulg.
C .

16 Pulg.
—| — 0.56 Pulg.

>
é i 1

f
0.76 Pulg.

‘ 15.3 Pulg. ————

<

~<—10.3 Pulg.—*‘

5. Elmuro de contencion a gravedad estd hecho de concreto. Determine la ubicacion del cen-
tro de masa G para el muro.

Yy
@Q‘“—T
15 mm
50 mm
e > |
N %N X
L/ \
15 mm 15 mm

|| | | ]
10" 15 115 T10!
mm mm mm mm

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

e Bedford, F., & Fowler, W. (2000). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. México: Addison
Wesley Iberoamericana.

e Bedford, F., & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. (3a ed.). México:
Addison Wesley lberoamericana.

e Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(10a ed.). México: McGraw-Hill.

e Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (12a ed.). México: Pearson
Educacién.

Lectura seleccionada N.° 2: El canal de panama

Leer el apartado “La ruta del mundo” desde la pdgina 27 hasta la pdgina 46.

Congreso Canal de Panamd 2012. (2012). Epicentro de la ingenieria. El Faro, 48. Disponible en: https://
micanaldepanama.com/wp-content/uploads/2012/03/elfaro-20120401.pdf



https://micanaldepanama.com/wp-content/uploads/2012/03/elfaro-20120401.pdf
https://micanaldepanama.com/wp-content/uploads/2012/03/elfaro-20120401.pdf
www.conadisperu.gob.pe/observatorio/images/PDFs/Estudio-Trabajo-final.pdf
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1. Centroide
Centro geométrico de un objeto.
2. Centro de gravedad

Punto en el cual se considera se aplica la fuerza denominada peso, de un cuerpo; dependiendo
de su forma y constitucion interna, es decir, el material.

3. Cuerpo homogéneo

Cuerpo en el cual la composicidn material interna es uniforme, por tanto el centroide y el centro
de gravedad coinciden.

4. Cuerpo ingrdavido
Cuerpo de peso despreciable, es decir, se considera nulo.
5. Diagrama de cuerpo libre

Representaciéon grdfica de las fuerzas que actian sobre un cuerpo, previamente aislado de super-
ficies u otros cuerpos en contacto.

6. Sentido horario

Sentido convencional de rotacion semejante al de las manecillas del reloj, es considerado como
negativo.

7. Soporte

Modelos estilizados llamados convenciones de soporte, que representamos por medio de estos
modelos a las uniones o conexiones de un cuerpo rigido entre sus elementos o de un cuerpo rigido
con superficies u otros cuerpos.

8. Torque

Magnitud fisica vectorial que mide el efecto de rotacion que origina una fuerza.



( Universidad
(E Continental

r@ Bibliografia de la Unidad I1

Bedford, F., & Fowler, W. (2000). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. México: Addison Wesley Ibe-
roamericana.
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E\‘]/ Autoevaluacion N.0 2

En la figura, la camioneta tiene una masa de 8000 kg, la caja izquierda 100 kg y la caja derecha 200
kg. Utilice g =9.81 m/s2.

2.8m

1. Determine el momento de fuerza del peso de la caja izquierda, respecto al punto A.

A. —735.75N.m
B. +735.75N.m
C. -500.25N.m
D. +500.25 N.m
E. +5N.m

2. Determine del peso de la caja izquierda, respecto al punto A.

A. + 1500 N.m
B. —1863.9N.m
C. +2000.5N.m
D. —2000 N.m
E. +50N.m

3. Determine la magnitud de la reaccién del piso sobre las llantas traseras del auto.

A. 2706.57 N
56 875.33 N
33 958.95 N
7583.3 N
4583.3 N

mOoOow

4. Determine la magnitud de la reaccidn del piso sobre las llantas delanteras del auto.

I
A. 5000.2 N —
B. 6141.43N I
C. 5556.3N —“
D. 47 464.05N —“
E. 43916.76N -
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A continuacién, se muestra la seccion transversal de la viga matriz de un ducto de ventilacién.

[
[

|<—30 m—>|<—20 m->|

5. Determine la coordenada en x del centroide de la regiéon hueca semicircular.

A. -10
B. +10
C. -20
D. +20
E. +30

6. Determine la coordenada en y del centroide de la regién rectangular.

A. -150
B. +1.74
C. -20.34
D. +1.65
E. -1.35

7. Determine la coordenada en x del centroide de la seccién de la viga.

A. -21.75
B. +23.46
C. +1.67
D. -1.67
E. -2.36

Ahora tenemos la barra AB uniforme de 320 Ib de peso descansa como se muestra en la figura,
apoyada sobre rodillos lisos en Ay en B.



http://hdl.handle.net/10171/14339
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8. Determine la magnitud de la reaccién en el apoyo B.

A. 190.7 b
332.41b
47.68 Ib
19.23 1b
199.7 Ib

mooOow

9. ¢Cudl es la magnitud de la tensién en la cuerda?

A. 190.7 b
3324 1b
47.68 Ib
19.231b
120.54 b

mooOow

10. Determine la magnitud de la reaccién en el apoyo A.

190.7 Ib
332.41b
47.68 Ib
19.23 1b
120.54 b

moow>»
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UNIDAD Il
FUERZAS DISTRUBUIDAS, ANALISIS ESTRUCTURAL Y FRICCION
DIAGRAMA DE PRESENTACION DE LA UNIDAD lil

7
7

[ CONTENIDOS |—[ EJEMPLOS  }———»[ ACTIVIDADES |

7

AUTOEVALUACION | <— BIBLIOGRAFIA

ORGANIZACION DE LOS APRENDIZAJES

Resultados del aprendizaje de la Unidad lll: Al finalizar la unidad, el estudiante determina la magnitud
y punto de aplicaciéon de la resultante de un sistema de fuerzas distribuidas. Aplica las ecuaciones de
equilibrio estdtico del cuerpo rigido a estructuras, determinando las reacciones en los apoyos o fuer-
zas axiales internas en los elementos. Analiza las caracteristicas de la fuerza de friccidén, con exactitud
y precision.

CONOCIMIENTOS HABILIDADES ACTITUDES

Tema N.° 1: Fuerzas distribuidas

1. Cargas distribuidas en vigas

2. Fuerzas sobre

sumergidas

superficies

Tema N.° 2 Andlisis estructural |.

Armaduras
1. Armaduras simples

2. Andlisis de armaduras mediante el
método de los nudos

3. Andlisis de armaduras mediante el
método de secciones

Tema N.° 3 : Andlisis estructural Il. Arma-
zones y mdaquinas

1. Andlisis de un armazdn

2. Armazones que dejan de ser
rigidos cuando se separan de sus
soportes

3. Mdquinas
Tema N.° 4 : Friccién

1. Leyes de la friccién seca
2. Coeficientes de friccién, dngulo
de fricciéon
Lectura seleccionada N.° 3:
La gran represa china.
Autoevaluacién de la Unidad llI

1. Utiliza un método para encontrar
la resultante de una carga general
distribuida.

2. Calcula la fuerza resultante de una
carga de presién de un fluido.

Actividad N.° 1

Desarrolla ejercicios propuestos sobre

fuerzas distribuidas.

3. Utlliza el método de los nudos o
el método de las secciones para
determinar las fuerzas que actuan en
las barras de una armadura.

Actividad N.° 2

Resuelve ejercicios y problemas sobre

andlisis de armaduras.

4. Aplica las ecuaciones de equilibrio al
andlisis de armazones, determinando
las fuerzas en la totalidad de estas

estructuras, asi como en sus miemibros
individuales.

5. Determina las fuerzas que actuan
sobre los elementos de mdaquinas.

Actividad N.° 3

Resuelve ejercicios y problemas sobre

armazones y maquinas.

6. Andliza las caracteristicas de la
friccion seca.

7. Analiza la friccidn en ruedas.

Actividad N.° 4

Resuelve ejercicios y problemas sobre

friccion seca.

Control de lectura N.° 2

Se aplicard una prueba de seleccidn
multiple de los temas de la Unidad.

2. Muestra

1. Valora la importancia del diseno de
elementos estructurales, en el cual el
andlisis de fuerzas internas juega un
papel primigenio.

interés en anadlizar  si-
tuaciones mads reales de interaccién
entre cuerpos gracias al andlisis de la
friccién seca y por rodadura.
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Fuerzas distribuidas

Tema N.°1

Figura 12. Presa Grand Wall USA.
Fuente: Mc Graw Hill Structures and Steel, 2013.

En este tema veremos que existen situaciones en las que un cuerpo puede estar sometido a
una carga que se encuentra distribuida por toda su superficie. Por ejemplo, la presion del viento
sobre la superficie de un senalamiento, la presion del agua dentro de un tanque o en una presa
como en la fotografia previa, o el peso de la arena sobre el piso de un contenedor de almace-
naje, son todas cargas distribuidas. La presidn ejercida sobre cada punto de la superficie indica
la intensidad de la carga. Esta se mide por pascales Pa (o N/m?) en unidades Sl o lb/pie? en el

sistemna de uso comuUn en Estados Unidos.

Carga distribuida del agua sobre la pared de la presa
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Carga uniforme a lo largo de un solo eje. Cargas en vigas

Sila viga de la figura es de ancho constante y estd sometida a una carga de presidon que actia
solo a lo largo del gje x, esta carga se puede describir como una funcién p =p(x) en N/m?y se
puede representar como una carga distribuida coplanar y se cumple que w(x) = p (x) b. Este
sistema de fuerzas paralelas se puede representar por una fuerza equivalente Fr que actia en
una ubicacion especifica sobre la viga.

p
1\} w
> dF = dA
w=w(x)
|
—X
(0] dx —||—
X—>
: L :I

Magnitud de la carga distribuida

La fuerza resultante que representa la carga distribuida es equivalente al drea bajo el diagrama
de carga.

Fy :/Lw(x)dx :/AdAzA

Ubicacion de la carga distribuida

Esta coordenada en el eje x ubica el centroide C del drea bajo la curva:

/xw (x) dx /x dA

L _ A
/w(x) dx /dA
L A
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2. FUERZAS SOBRE SUPERFICIES SUMERGIDAS

La presidon medida como fuerza por unidad de drea depende del peso especifico y la profundi-
dad desde la superficie del liquido. La presidn actiua en forma perpendicular al drea superficial
gue se localiza en un punto especificado. La fuerza resultante ejercida por efectos de la presidon
sobre cuerpos sumergidos se puede determinar con un procedimiento similar al de la seccidn
anterior.

Fuerza sobre una placa plana de ancho constante

v Magnitud de la fuerza resultante:
v/ Vista en dos dimensiones es igual al drea trapezoidal.
v Ubicacion de la fuerza resultante:

v/ Enlalinea de accién pasa por el centroide C del drea y actia en un punto P llamado
“centro de presidon”.

Superficie del liquido w = Carga de presién (N/m)
y T P b = Ancho de la placa (m)
I -7 P = Presién hidrostéatica (Pa)
L 7/
wq = bpq A /
L&) /

1
Fr = E(W1 +wy )L

Donde la carga de presién es :

w=bp
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-
Actividad N.° 1

Determine la fuerza equivalente a un sistema de fuerza distribuida.

1. Paralas cargas dadas, determine las reacciones en los apoyos de cada viga.

3 kN/m
1.5KkN/m v v v
| B
A oo
«1.6 m~>‘ «—24m—>|<«1.6m—>

2. Para las cargas dadas, determine las reacciones en los apoyos de cada viga.

2401b/ft

YYVVVYVYVYY
A |B

iz
1801b/ft

<«— 48 ft—>»|€«—3.6 ft —»

3. Paralas cargas dadas, determine las reacciones en los apoyos de cada viga.

YVYY Yy vV \ ril'gkN/m

Al |
B ‘
|

«~1.2 m—>
3.6 m

0.8 m

4. Calcule las reacciones de apoyo en Ay B para la viga sometida a las dos cargas distribuidas

linealmente.
:0.8m

T 74 3KN/m !

1 T T 3KN/m b
6KkN/m

6kN/m

1.6m

4m ‘4—2.4m—> 20




E
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5. Calcule las reacciones en A y B para la viga sometida a la combinacion de carga distribuida
y carga puntual.

2 kN/m
1.5 kN
: y
:30° .
| .
| ° ° |
A \ (!B
1.2m 0.6 1.2m 1.8m 1.2m
<——><r—n> -— | € » | ¢——->

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

e Bedford, F., & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. (3a ed.). México:
Addison Wesley lberoamericana.

e Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(10a ed.). México: Mc Graw-Hill.

e Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (12a ed.). México: Pearson
Educacion.
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Analisis estructural de armaduras

Tema N.°2

Figura 13. Puente Sawn Bridge — Camberra, Australia.
Fuente: Mc Graw Hill Structures and Steel, 2013.

Uno de los principales tipos de estructuras que se usan en la ingenieria es la armadura. Esta
proporciona una solucién prdctica y econdmica para muchas situaciones de ingenieria, en es-
pecial para el diseno de puentes y edificios. Una armadura consta de elementos rectos que se
conectan en nodos (Beer, 2013). Los elementos de la armadura solo estdn conectados en sus
extremos; por tanto, ningun elemento continda mdas alld de un nodo. Por ejemplo, en la figura
no existe un elemento AB, en su lugar existen dos elementos distintos AD y DB. La mayoria de las
estructuras reales estdn hechas a partir de varias armaduras unidas entre si para formar una ar-
madura espacial. Cada armadura estd disenada para soportar aquellas cargas que actian en
su plano vy, por tanto, pueden ser fratadas como estructuras bidimensionales.

Los elementos de una armadura, por lo general, son delgados y solo pueden soportar cargas
laterales pequenas. Por eso, todas las cargas deben estar aplicadas en los nodos y no sobre los
elementos. Cuando se va a aplicar una carga concentrada entre dos nodos o cuando la arma-
dura debe soportar una carga distribuida, como en el caso de la armadura de un puente, debe
proporcionarse un sistema de piso, el cual fransmite la carga a los nodos mediante el uso de
fravesanos y largueros. Los pesos de los elementos de la armadura los cargan los nodos. Cada
elemento de una armadura puede considerarse como un elemento a dos fuerzas.
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Travesafios
Largueros

Armaduras tipicas

PN S AS S

Pratt Howe Fink
Armaduras tipicas para techo

Pratt Howe Warren
Baltimore B Armadura K i

Armaduras tipicas para puentes

Figura 14: Tipos de armaduras.
Fuente: Beer, 2013.

1. Armaduras simples

Estas armaduras consisten de sistemas formados bdsicamente de tres barras unidas por pasado-
res en sus extremos. Para fabricar armaduras cada vez mds grandes, primero se colocan estas
tres barras para formar tridingulos y se agregan dos nuevas barras por cada nuevo nudo. La ex-
periencia verifica que una configuracion triangular es la mejor forma de disponer las barras para
soportar cargas sin desplomarse, es decir, se obtiene un sdélido rigido estable.

Armadura plana: Es aqguella en la cual las barras y demds elementos de la armadura estdn con-
tfenidos en un mismo plano.

Elementos de una armadura

cArcA 8000 Ib

EXTERNA NUDO CON
l CARGA // NUDOS NUDO SIN
B c D CARGA
BARRAS
NUDO DE
APOYO
APOYO
A /e APOYO
H G F E

| « LUZ »
v/ Barras o elementos: AB, BC, AH, BH, ......
v Nudosonodos:A B C, H, .......
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2. Fuerzas en una armadvura

Los elementos de estas estructuras estdn sometidos a dos fuerzas iguales y opuestas dirigidas a lo
largo del elemento, es decir, a fuerzas axiales. Estas pueden ser fraccién o compresion.

ELEMENTO A TENSION O TRACCION ELEMENTO A COMPRESION

T C

Si graficamos las fuerzas en un nudo:

C

600 N

C = Compresion (enfrante)
T =Tension (saliente)

3. Andlisis de armaduras mediante el método de nudos:

a. Siesnecesario se determinan las reacciones en los apoyos considerando como sdlido rigido
a la armadura completa.

b. Se escoge un nudo donde no existan mds de dos fuerzas desconocidas, se grafica el DCLy
se aplican las condiciones de equilibrio de fuerzas: XFx = 0, XF. = 0.

c. Se escoge ofro nudo verificando las condiciones del paso anterior y aplicando las condi-
ciones de equilibrio; asi se continUa sucesivamente hasta determinar las fuerzas en todas las
barras.

K+\
w
A/ * D B
Ri -« —>$p ﬁ
i D =

Miembros de fuerza cero

El andlisis de armaduras podria simplificarse en algunos casos si se identifica qué miembros no
soportan carga. Esos miembros de fuerza cero se usan para incrementar la estabilidad de la ar-
madura durante la construccién y para proporcionar soporte si la carga aplicada se modifica.

Normalmente se pueden identificar estos elementos por simple inspeccion.
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1. Nudo sin carga formado por dos elementos no colineales.

D

y
¢ |
F E 0~ I Far
A —X
A [1 C FAB
_—
B l L 5F=0 Fi=0

+7 EF)/:O; Far =0

2. Nudo sin carga formado por tres elementos, dos de ellos colineales.

Fpp

4 Fpc
/ \
X y

Y EF=0 Fpa=0
+NIF,=0. Fpc=Fpg

4. Andlisis de armaduras mediante el método de secciones

Cuando se quiere determinar las fuerzas en solo algunos elementos de la armadura, se procede
mds rapido con el método de las secciones.

a. Siesnecesario se determinan las reacciones en los apoyos considerando como sdlido rigido
a la armadura completa.

b. Se dibuja una linea que divida a la armadura en dos partes completamente separadas,
pero gue no interseque a mds de tres elementos. Cualesquiera de las dos secciones de la
armadura que obtenga después de que los elementos intersecados han sido removidos
puede usarse como cuerpo libre.

c. Enla secciéon elegida se deben graficar las fuerzas externas, reacciones en apoyos si los
hubiera y las fuerzas internas en las barras cortadas.

d. Se aplican las condiciones del equilibrio a la seccidn elegida (2F=0, IM=0), determinando asi
las fuerzas en las barras que se desean analizar.

En ocasiones se requieren hacer varios cortes para obtener resulfados esperados.

Pl Pz ; P3 Pl PZ
|
B BY
A() v ! VD oG A o FBD
| /AN
Fpr
| \
| \_OE
Q 1 E
C
C N F oy
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-
Actividad N."2

Determine la fuerza axial en cada miembro de la armadura.

1. Determine las fuerzas axiales en los miembros de la armadura.

E D
2kN

3m

2. Determinar las fuerzas axiales en los miembros de la armadura.

D

3. Determine la fuerza axial GC e indique si trabaja a tensién o a compresion.

H 100 G 10’ F 10’ E

Bl Cl D
5 kips 5 kips 5 kips

4. Determine la fuerza en cada miembro de la armadura Gambrel para techo. Para cada ele-
mento establezca si este se encuentra en tensiéon o en compresion.

97

6KN
6KN 6KN 12m
D v
3KN B F 3KN
.
A  ° —
= Cl E| G| A I
I
«—4im— |«<—4m—|«<—4dm—|«—4im—> I
.
97
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5. Utilice el método de las secciones para determinar las fuerzas axiales en los miembros de
AC, BC, y BD.

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

e Bedford, F., & Fowler, W. (2000). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. México: Addison
Wesley Iberoamericana.

e Bedford, F., & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. (3a ed.). México:
Addison Wesley lberoamericana.

e Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(100 ed.). México: McGraw-Hill.

e Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtfica. (12a ed.). México: Pearson
Educacion.

Lectura seleccionada N.° 4: El puente de la bahia de sidney

MEGACONSTRUCCIONES.NET (s.f.). Puente de la bahia de Sidney. Disponible en: https://goo.gl/wTW3J8
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Analisis estructural, armazones y maquinas

Tema N.°3

Figura 15. Mdquina de elevacion.
Fuente: Meriam, 2010.

Muchas estructuras, como el bastidor de un automovil y la estructura humana de huesos, tendo-
nes y musculos, no estdn compuestas enteramente de miembros de dos fuerzas y no se pueden
representar como armaduras. En esta seccidn consideraremos estructuras de miembros inter-
conectados que no satisfacen la definicidn de una armadura. Estas estructuras se denominan
armazones si estdn disenadas para permanecer en reposo al soportar cargas, es decir, son total-
mente restringidas, y mdaquinas si estdn disefadas para moverse y aplicar cargas. Las mdaqguinas
pueden ser estacionarias o no.

1. Andlisis de un armazon

Los elementos que conforman un armazdén o una mdquina estdn unidos generalmente por pa-
sadores. Estas conexiones generan una reaccién cuya direccion es desconocida vy, por ello, se
descompone en una fuerza horizontal y una fuerza vertical en cada conexidn. A diferencia de
las armaduras, las fuerzas se presentan no solo en sus pasadores, sino tfambién en cualquier pun-
to de los elementos.

Siempre que un bastidor o una mdqguina no contengan mds soportes o elemen-tos que los nece-
sarios para evitar el colapso, las fuerzas que actian en las uniones y soportes pueden determi-
narse si se aplican las ecuaciones de equilibrio a cada uno de sus elementos. Una vez obtenidas
las fuerzas en las uniones, es posible disenar el tamano de los elementos, conexiones y soportes al
aplicar la teoria de la mecdnica de materiales y un cédigo de disefo de ingenieria adecuado.

2. Procedimiento para determinar las fuerzas en los elementos de un bastidor

1. Andlisis de la estructura completa: Para determinar las reacciones en los soportes.
- Dibuje el DCL de la estructura completa.
- Aplique las condiciones de equilibrio: XF=0 y IM=0.
2. Andlisis de los elementos por separado: Para determinar las fuerzas que actian sobre ellos.
- ldentifique los elementos a dos fuerzas.
- Dibuje el DCL de cada parte.

- Aplique las condiciones de equilibrio 2F=0 y IM=0 a los elementos que sean necesarios
para el andlisis.
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Ejiemplo de andlisis del equilibrio mediante fuerzas en un bastidor.

D
T -
O

° F

w

En primer lugar, se tiene el DCL del bastidor completo y a continuacién el DCL de cada elemen-
fo por separado. Note el caso particular de elemento a dos fuerzas (miembro BE).

D

T E

Lo o F

C

B<éo A\
A,
—

A
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Actividad N.* 3

Determine las fuerzas entre los elementos de un armazén o de una mdaquina.

1. La masa del bloque es de 50 kg. Determine las fuerzas sobre el miembro ABCD.

‘4—1 m —»‘4—1 m —>|

g
E

3. La estructura mostrada en el diagrama (una de las dos estructuras idénticas que soporta
la cuchara de la excavadora) soporta una fuerza F = 1800 N en G. Los miembros BC y DH
pueden considerarse como elementos de dos fuerzas. Deter-mine la reaccién en K en el
miembro CDK.

o
1
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—
(=]
N

Determine las fuerzas en el elemento ABC.

—
80lb

13in

4in

Para el bastidor mostrado, despreciando el peso de los elementos, determine las magnitudes
de las fuerzas en el elemento CFEen C y F.

6 in

40 | .
| Y/ ﬂ\‘-.‘ Y 4in.
= 5t

FL
~—5 in.—~=4 in>~|=4 in.--l

NOTA: Los gjercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

Bedford, F., & Fowler, W. (2000). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. México: Addison
Wesley Iberoamericana.

Bedford, F., & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estatica. (3a ed.). México:
Addison Wesley lberoamericana.

Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(10a ed.). México: McGraw-Hill.

Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtfica. (12a ed.). México: Pearson
Educacion.
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Friccion

Tema N.°4

Fuente: Bedford, 2000, p. 500.

En este tema estudiaremos la friccidn, previamente veamos un caso especial. Se sabe que parte
de la potencia producida por el motor de un automavil es transfor-mada por bandas y poleas
gue impulsan el alternador y la bomba de refrigeracién. Para diseiar una banda y determinar el
par de torsibn mdximo que puede ejercer, es necesario analizar las fuerzas de friccidn que tienen
lugar en las superficies de contacto entre ella y la polea.

Ademds, en el presente tema aprenderemos que las fuerzas de friccion tienen muchos efectos
importantes, tanto deseables como indeseables, en las aplicaciones del campo de la ingenieria.
Por ejemplo, “el funcionamiento adecuado de un automovil depende de las fuerzas de friccidn
entre sus neumdticos y el suelo, y entre las bandas y las poleas de su motor, pero la friccidon entre
sus pistones y cilindros ocasiona un desgaste que se debe minimizar por medio de algun lubri-
cante. En algunos casos hemos visto que las fuerzas de friccidon se pueden determinar con las
ecuaciones de equilibrio” (Bedford, 2000, p. 503).

1. Andlisis de la friccion seca

Iniciamos analizando la teoria de la friccion de Coulomb que nos permite calcular la fuerza
de friccién mdxima que se puede ejercer entre superficies en contacto y la fuerza de friccion
ejercida por superficies deslizantes. Esto nos permite el andlisis de nuevos e importantes tipos de
soportes y mdaquinas, incluidas cuias, conexiones roscadas, chumaceras y bandas (Bedford,
2000, p. 504).

Se observa que cuando una persona sube por una escalera, esta permanece en re-poso por
la fuerza de friccidon ejercida por el piso (figura a). Si se permanece quieto sobre la escalera, las
ecuaciones de equilibrio determinan la fuerza de fricciéon. Sin embargo, hay una cuestion impor-

N
o
w
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tante que no puede aclararse solo con las ecuaciones de equilibrio: spermanecerd la escalera
en reposo o resbalard sobre el piso? Si un camién se estaciona sobre un terreno inclinado, la
fuerza de friccion ejercida sobre él por el terreno impide que se deslice cuesta abajo (figura b).
Surge otra pregunta: squé pendiente méxima puede tener el terreno sin que el camién estacio-
nado se deslice?

> Fuerzade
T friccion

©)

A

Fuerza de

/
\ friccion

Figura 16. Ejemplos de friccién.
Fuente: Bedford, 2000, p. 504.

(b)

Para responder estas preguntas, debemos examinar con mayor detalle la naturaleza de las
fuerzas de friccidn. Coloque un libro sobre una mesa y empujelo con una pequena fuerza
horizontal (figura 17a). Sila fuerza que usted ejerce es suficientfemente pequena, el libro no
se moverd. En la figura 2b se muestra el diagrama de cuerpo libre. La fuerza W es el peso
del libro y N es la fuerza normal ejercida por la mesa. La fuerza F es la fuerza horizontal que
se aplica y f es la fuerza de friccion ejercida por la mesa. Como el libro estd en equilibrio, f
=F. (Bedford, 2000, p. 504).

() (b)

Figura 17. Andilisis de friccion.
Fuente: Bedford, 2010.
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Ahora incremente con lentitud la fuerza sobre el libro. Mientras este permanezca en equi-
librio, la fuerza de friccién debe aumentar en forma correspondiente, ya que es igual a
la fuerza que se aplica. Cuando esta llega a ser muy grande, el libro se deslizard sobre la
mesa. Después de alcanzar cierto valor méximo, la fuerza de friccidn ya no es capaz de
mantener el libro en equilibrio. Observe también que la fuerza necesaria para mantener al
libro en movimiento es menor que la requerida para que empiece a deslizarse (usted estard
familiarizado con este fendmeno si alguna vez traté de empujar un mueble sobre el piso).
5CoOmo ejerce la mesa una fuerza de friccion sobre el libro2 sPor qué este se desliza? 3Por
qué para mantenerlo en movimiento se requiere una fuerza menor que para empezar a
deslizarlo? Si las superficies de la mesa del libro se amplifican suficientemente, adquieren un
aspecto rugoso (figura 17). Las fuerzas de friccidn surgen en parte debido a las rugosidades
o asperezas de las superficies en contacto. A escala alun menor, las superficies tienden a
formar enlaces atdmicos que las adhieren entre si (figura 18). La Ultima pregunta planteada
arriba explica, en parte, la necesidad de romper esos enlaces antes de que pueda comen-
zar el deslizamiento (Bedford, 2000, pp. 504-505).

También existe una teoria que predice los fendmenos bdsicos que hemos descrito y que ha resul-
tado Util para representar, en aplicaciones de ingenieria, las fuerzas de friccién entre superficies
secas (la friccidn entre superficies lubricadas es un fendmeno hidrodindmico que debe analizar-
se en el contexto de la mecdnica de fluidos).

Figura 18. Rugosidades de las superficies en forma ampliada.
Fuente: Bedford, 2000, p. 505.

2. Coeficientes de friccion

“La teoria de la friccién seca, o friccion de Coulomb, predice las fuerzas de friccion mdaximas
que pueden ser ejercidas por superficies secas en contacto y que se hallan en reposo entre si.
También predice las fuerzas de friccion ejercidas por las superficies cuando estas se hallan en
movimiento relativo, es decir, deslizdndose unas con respecto a otras” (Bedford, 2000, p. 509)

El coeficiente estdtico: La magnitud de la fuerza de friccion maxima que se puede ejercer entre
dos superficies planas secas en contacto es

f=uN

donde N es la componente normal de la fuerza de contacto entre las superficies y us s una
constante llamada coeficiente de friccidn estdtica. Se supone que el valor de us depende solo
de los materiales de las superficies en contacto de sus condiciones (lisura grado de contami-
nacién por otros materiales). En la tabla siguiente se muestran valores tipicos de us para varios
materiales. El intervalo relativamente grande de valores para cada par de materiales refleja la
sensibilidad de us respecto a las condiciones de las superficies. En las aplicaciones de ingenieria
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suele ser necesario medir el valor de us de las superficies consideradas.

Tabla: Valores tipicos del coeficiente de friccidn estdtica

Materiales en contacto Coeficiente de friccién estdtica ps
Metal sobre metal 0.15-0.20
Mamposteria sobre mamposteria 0.60-0.70
Madera sobre madera 0.25-0.50
Metal sobre mamposteria 0.30-0.70
Metal sobre madera 0.20-0.60
Hule sobre concreto u hormigdn 0.50-0.90

Fuente: Bedford, 2000, p. 503.

Volvamos al ejemplo de la figura 2. Sila fuerza F sobre el libro es tan pequena que este no se
mueve, la condicién de equilibrio indica que la fuerza de friccidn f = F. sPara qué necesita-
mos la teoria de la friccion seca? Si se incrementara la fuerza, aumentaria hasta que el libro
se deslice. La ecuacion (1) da la fuerza de friccidn mdxima que las dos superficies pueden
ejercer y, por ende, la fuerza mdxima F que se puede aplicar sin que el libro se deslice. Si
se conoce el coeficiente de friccion estatica u,entre el libro y la mesa y el peso W del libro,
como la fuerza normal N = W, el valor maximo de F es F =f =uW. La ecuacion (1) determina
la magnitud de la fuerza méxima de friccidon, pero no su direccién. La fuerza de friccion es
un maximo; la ecuacion (1) es aplicable, si las dos superficies estdn a punto de deslizarse
una con respecto a la ofra. Se dice que el deslizamiento es inminente y que las fuerzas de
friccion resisten el movimiento inminente. Si (figura 19a) la superficie inferior estd fija y el des-
lizamiento de la superficie superior hacia la derecha esinminente, la fuerza de friccion sobre
la superficie superior resistird este movimiento inminente (figura 19b). La fuerza de fricciéon
sobre la superficie inferior tendrd direccién opuesta (Bedford, 2000, p. 509).

El coeficiente cinético.

Segun la teoria de la friccion seca, la magnitud de la fuerza de friccidon entre dos superficies
planas y secas en contacto, que estdn en movimiento (deslizamiento) relativo, es la siguien-

| f=LlKN

donde N es la fuerza normal entre las superficies y u, es el coeficiente de friccion cinética.
Se supone que el valor de u, depende solo de las composiciones condiciones de las super-
ficies. Para un par de superficies dado, su valor es generalmente menor que el de u,.

Una vez que el libro de la figura 2 ha comenzado a deslizarse, la fuerza de friccion f = u N =
u W. Por tanto, la fuerza que debe ejercerse para mantener el lioro en movimiento uniforme
es Fu W. Cuando dos superficies estdn deslizdndose entre si, las fuerzas de friccion resisten el
movimiento relativo. Ahora, suponga que en la figura 18 (a) la superficie inferior se encuen-
tra fija y que la superficie superior estd moviéndose hacia la derecha. La fuerza de fricciéon
sobre la superficie superior actia en direccion opuesta a la de su movimiento (figura 18b).
La fuerza de friccidn sobre la superficie inferior actua en direccién opuesta (Bedford, 2000,
p. 506).
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Direccidon del
deslizamiento
inminente
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—
leusN

N

Figura 18. a) La superficie superior estd a punto de deslizarse a la derecha.
b) Direcciones de la fuerza de friccién.
Fuente: Bedford, 2000, p. 506.

Direccién del
movimiento
relativo >

N
(a) & _IzﬂkN

(b)

Figura 19. a) La superficie superior se est& moviendo hacia la derecha respecto a la superficie
inferior. b) Direcciones de las fuerzas de friccion.

Fuente: Bedford, 2000, p. 506.
3. Angulo de friccién

En vez de que lareaccién ejercida en una superficie por su contacto con otra se descomponga
en una fuerza normal N y en una fuerza de friccion f (figura 20a), podemos expresarla en térmi-
nos de su magnitud R y del dngulo de friccidén e entre la fuerza y la normal a la superficie (figura
20b). Las fuerzas normal y de friccién estdn relacionadas con Ry 6 por

f=R sen® N=R cos©

Cuando el deslizamiento es inminente, el valor de 6 se llama dngulo de friccion estdtica 6. vy,
cuando las dos superficies estdn en movimiento relativo, su valor se llama dngulo de friccion
cinética 6,. Utilizando las ecuaciones (1)-(4), podemos expresar los dngulos de friccion estaticay
cinética en términos de los coeficientes de friccién:

tan 6, =y,

tan 6, =y,

—_—
o
~
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(a)

Figura 20. a) Angulo de friccién. b) Reaccién del plano sobre el cuerpo.
Fuente: Bedford, 2000, p. 507.

(b)
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Actividad N.° 4

Resuelva problemas con friccién, considerando rozamiento estdtico y rozamiento cinético.

1. El camioén de la figura pesa 18 000 Ib.

(a) Siestd enreposo y a=10° scudl es la magnitud de la fuerza de friccidn ejercida sobre él
por el camino inclinado?

(b) Si el coeficiente de friccion estdtica entre los neumdaticos del camion y el camino es =
0.6, scudl es el valor maximo del dngulo a en el que el camién puede permanecer en
reposo¢

2. Lacaja de 50 N mostrada estd en reposo.

(a) sCudl es la fuerza de friccidon sobre la caja?

(b) 5Cudl es el valor minimo del coeficiente de friccidon estdtica que permite que la caja
permanezca en reposo?

3. El mecanismo mostrado estd disenado para colocar maletas sobre una rampa. La maleta $
pesa 20 Ib. El mecanismo ejerce sobre la maleta una fuerza en direccién paralela a la ram-
pa. Los coeficientes de friccion entre la maleta y la rampa son p_ = 0.20 p, = 0.18.

(a) sPermanecerd la maleta en reposo sobre la rampa cuando el mecanismo no ejerza
fuerza sobre ella?

(b) Determine la fuerza que el mecanismo debe ejercer sobre la maleta para que este em-
piece a moverse hacia arriba.
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4. El peso de la caja mostrada es de 30 N. La fuerza F es horizontal. El coeficiente de friccion
estatica entre la caja y la superficie inclinada es p_= 0.2. ;Para qué intervalo de valores de F
permanecerd la caja en reposo?

F
—

N~

5. Enlafigura la caja A pesa 100 Ib y la caja B 30 Ib. Los coeficientes de friccion entre la caja
Ay larampa son py = 0.30 y p, = 0.28. ;Cudl es la magnitud de la fuerza de friccién ejercida
sobre la caja A por la rampa?

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

e Bedford, F., & Fowler, W. (2000). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. México: Addison
Wesley Iberoamericana.

e Bedford, F., & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. (3a ed.). México:
Addison Wesley lberoamericana.

e Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(10a ed.). México: McGraw-Hill.

e Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (12a ed.). México: Pearson
Educacién.

—_—
—_
o
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Lectura seleccionada N.° 3. La monumental represa china

Leer el articulo “La monumental represa China” publicada en la Revista Ciencia y Tecnologia del Ins-
tituto Mexicano del Cemento y del Concreto

Vidaud, 1., & Vidaud, E. (2013). La monumental represa China. Revista Ciencia y Tecnologia del Institu-
fo Mexicano del Cemento y del Concreto, ll, pp. 24-26. Disponible en hittp://www.revistacyt.com.
mx/pdf/noviembre2013/tecnologia.pdf

Vidaud, I. y Vidaud, E. (2013). La monumental represa China. Revista Ciencia y Tecnologia del Instituto
Mexicano del Cemento y del Concreto, I, pp. 26-29. Disponible en http://imcyc.com/revistacyt/
octubre2013/pdfs/tecnologia.pdf


http://www.revistacyt.com.mx/pdf/noviembre2013/tecnologia.pdf

http://www.revistacyt.com.mx/pdf/noviembre2013/tecnologia.pdf

http://imcyc.com/revistacyt/octubre2013/pdfs/tecnologia.pdf
http://imcyc.com/revistacyt/octubre2013/pdfs/tecnologia.pdf
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Armadura

Estructura formada bdsicamente por elementos longitudinales en configuraciones triangulares,
unidas por soportes de pasador, remaches o pernos. Son estacionarias y soportan cargas.

Armazén

Estructura formada por elementos de diversas formas, unidas por soportes de pasador o pernos.
Son estacionarias y soportan cargas.

Coeficiente de friccion

Valor adimensional que representa la relacién entre fuerzas de contacto en superficies dsperas
en posible desplazamiento relativo entre si. Caracteristica que depende de los materiales que
constituyen los cuerpos.

Estructura
Conjunto de elementos unidos para lograr en conjunto una determinada funcion.
Fuerza concentrada

Una fuerza concentrada representa el efecto de una carga que se supone actia en cierto punto
de un cuerpo. Una carga puede representarse mediante una fuerza concentrada, siempre que
el drea sobre la que se aplique la carga sea muy pequena en comparacion con el tamano total
del cuerpo. Un ejempilo seria la fuerza de contacto entre una rueda y el suelo.

Fuerza distribuida

Cuando el drea sobre la que se aplique la carga sea de dimensién considerable con el tamano
total del cuerpo, la representacién de una fuerza aplicada sobre un cuerpo se hace mediante
una carga distribuida o repartida sobre el drea de contacto.

Friccion

Fuerza de reaccidén por contacto entre cuerpos o superficies asperas en posible desplazamiento
relativo entre si.

Maquina

Estructura formada por elementos de diversas formas, unidas por soportes de pasador o pernos.
Tienen partes moviles, transmiten fuerzas.
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E\‘]/ Autoevaluacion N.© 3

La estructura mostrada en la figura estd apoyada en dos rodillos en A y en C, las reacciones se
representan por A, y C,, como se muestra en la figura. Desprecie los pesos de los elementos de la
armadura.

1000 N
3000 N 1000 N
YE
1000 N N
F u D
A(o 300\ T O | O)C
A B
Ay Cy

1. Determine la magnitud de la componente de la reaccién Av.

A. 600N
700 N
4000 N
5000 N
1000 N

moow

2. Calcule la magnitud de la reaccién en el rodillo derecho Cy.

A. 125N
2000 N
1750 N
200 N
598 N

mOoOoWw

3. Determine la magnitud de la fuerza en el elemento ED.

A. 700N
1000 N
750 N
2500 N
3000 N

moOoOWw
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4. Calcule la magnitud de la fuerza en el elemento EB.

A. 125N

1450 N
1750 N
2000 N
4840 N

mooOow

En la figura se muestra la carga distribuida sobre la viga ingravida.

,fmﬂmHHAl“mn

f— 12 m -

5. Determine la resultante de carga distribuida sobre la viga.

A. 120N
200 N
400 N
600 N
100 N

mOoOoWw

6. Determine la magnitud de la reaccion en el apoyo de pasador A.

A. 120N
200 N
400 N
600N
100 N

mooWw

7. ¢Cudl es la magnitud de la reaccién en el rodillo B?

A. 200N
400 N
600 N
100 N
500 N

mOoOoWw

La viga ingrévida soporta una carga distribuida como se muestra en la figura. Grafique los diagramas
de momento flector y de fuerza cortante y responda.
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8. ¢Cudl es el valor del momento flector maximo?

A. 48.4 kNm
31.2 kNm
12 kNm
8 kNm

4 kKNm

mooOow

9. En el problema anterior, indique el valor de la fuerza cortante méaxima.

A. 9kN
B. 12kN
C. 18kN
D. 5kN
E. 16kN

10. ¢En qué posicion el momento flector es maximo?

A. X=53m
B. X=52m
C. X=51m
D. X=50m
E. X=59m

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

» Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica. (10a
ed.). México: McGraw-Hill.

» Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (12a ed.). México: Pearson Educacion.

e Meriam, J.L., & Kraige, L.G. (2010). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (7a edicidn). Espana:
Editorial Reverté.




MECANICA VECTORIAL - ESTATICA
Manual Autoformativo Interactivo

UNIDAD IV i
FUERZAS EN VIGAS Y CABLES, MOMENTO DE INERCIA Y METODO

DEL TRABAJO VIRTUAL

DIAGRAMA DE PRESENTACION DE LA UNIDAD IV

(7
| CONTENIDOS |—>| EJEMPLOS |—>| ACTIVIDADES |

AUTOEVALUACION | <— BIBLIOGRAFIA | ‘—l

V4

ORGANIZACION DE LOS APRENDIZAJES

Resultados del aprendizaje de la Unidad IV: Al finalizar la unidad, el estudiante aplica las ecuaciones
de equilibrio para determinar las acciones internas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flec-
tor en una seccién de viga y traza los diagramas de variacion de estas. Discrimina cables sujetos de
cargas diversas y catenarias. Determina los momentos de inercia de cuerpos compuestos. Aplica el
método del trabajo virtual a la determinacién de fuerzas en un cuerpo rigido. Resuelve problemas
aplicativos con exactitud.

CONOCIMIENTOS HABILIDADES ACTITUDES

Tema N.° 1: fuerzas en vigas 1. Interpreta los efectos que se presentan en el 1. Valora la  importancia
1. Fuerzas internas mTenprde unaviga frenlteoun es’rodo.de carga, del diseno de elementos
0 F tant to flect mediante el uso del método de secciones. estructurales, en el cual el
. Fuerza cortante y momento flector . s .
de una viga 4 2. Formula ecuaciones que pueden graficarse, andlisis de fuerzas internas
de modo que describe el corte y el momento juega un papel primigenio.
3. Diagrama de fuerza cortante i 5 . . .

mo%enfo foctor e une v Y internos a través de un elemento. 2. Muestra inferés en analizar

) . o . . -
9 Actividad N.° 1 situaciones  mds  reales

o . . . ’ . .z
Tema N.° 2: Fuerzas en cables 1. Analiza las fuerzas y estudia la geometria de los de interaccién  entre
1. Cables con carga concentrada cables que sostienen una carga. cuerpos gracias al andlisis
2. Cables con carga distribuidas 2. Describe las caracteristicas de los cables con de la friccidon seca y por

carga distribuida. rodadura.
Actividad N.° 2
Resuelve ejercicios y problemas sobre el

3. Catenaria
Tema N.° 3: Momento de inercia

1. Momento de inercia de un drea movimiento curvilineo de particulas.
2. Determinaciéon del momento de 1. Determina el momento de inercia de regiones
inercia por integracién de forma arbitraria.
3. Momento polar de inercia 2. E\/lo!uo los momenfos ’de inercia maximo 'y
) ] minimo mediante el cdlculo del producto de
4. Producto de inercia inercia.
5. Teorema de ejes paralelos (Steiner)  Actividad N.° 3
6. Momento de inercia de dreas Resuelve ejerciciosy problemas sobre cinética de
compuestas particulas.
Tema N.° 4: Método del frabajo virtual 1. Aplica el método del trabagjo virtual para
. determinar las fuerzas y momentos que actian
. Trabajo de una fuerza sobre un cuerpo rigido en equilibrio.
2. Principio del trabajo virtual 2. Aplica el método del trabajo virtual en forma
3. Aplicacion a estructuras alternativa basado en el concep-to de energia

potencial.
Actividad N.° 4

i Resuelve ejercicios y problemas sobre el método
Avutoevaluacion de la Unidad IV del tfrabaijo virtuall.

Tarea académica N.° 2

Elabora una monografia de las lecturas se-
leccionadas n.’ 4, 5y 6.

Lectura seleccionada N.° 4
Puente Golden Gate de San Francisco.

—_
—_—
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Fuerzas en vigas

Tema N.°1

Figura 21. Vigas de hormigdn para el tren eléctrico.
Fuente: El Comercio, 2009.

Con la finalidad de que un elemento estructural no falle (se rompa o desplome) debido a las
fuerzas y los momentos que actian sobre él, el ingeniero proyectista debe conocer no solo las
cargas y reacciones externas, sino también las fuerzas y los momentos que actian dentro del
elemento, es decir, las cargas internas que actian en el elemento estructural.

1. Viga

“Es una barra de un material que soporta cargas laterales, es decir, cargas perpendiculares al
eje de la barra” (Beer, 2013, p. 455).

A continuacion, se muestran algunos tipos comunes de vigas.

Vigas m ql I:II
estaticamente

determinadas | |
le—1— le—1 — | .
a) Viga simplemente apoyada b) Viga con voladizo ¢) Viga en voladizo
Vigas m I:mE 1:1:
estaticamente
indeterminadas

et 1]

1 I 1

d) Viga continua e) Viga fija en un extremo y f) Viga fija
simplemente apoyada en el otro

—_—
—_
oo
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Vigas con rétula:

% |
>ed B
A e
a)
H
Al o | C
B =& —B—

b)
Figura 22. Tipos de vigas.
Fuente: Beer, 2013.

2. Fuerzas y momentos internos en una viga

Consideremos una viga sometida a una carga externa y a reacciones (Figura a). 3Cémo po-
demos determinar las fuerzas y los momentos dentro de la viga? En la figura b, cortamos la viga
con un plano en una seccion transversal arbitraria y aislamos parte de ella. La parte aislada no
puede estar en equilibrio a menos que esté sometida a cierto sistema de fuerzas y momentos en
el plano en que se une a la ofra parte de la viga. Estas [sic] son las fuerzas y momentos internos
que buscamos. Se sabe que cualquier sistema de fuerzas y momentos se puede representar por
un sistema equivalente que consiste en una fuerza y un par. Si el sistema de cargas externas y
reacciones sobre una viga es bidimensional, podemos representar las fuerzas y el momento in-
ternos con un sistema equivalente que consiste en dos componentes de fuerza y un par (Figura
c) (Bedford, 2000, p. 448).

<
<=
N
—_— —
. 1
—
|

i

(b)

T |

P ~{— E— — x

v 15

(© (d)

Figura 23. Fuerzas internas.
Fuente: Bedford, 2000, p. 448.

v/ La componente P paralela al eje de la viga se llama fuerza axial.
v La componente V normal al eje de la viga se llama fuerza cortante.
v Elpar M se llama momento flector.

Enla figura (d) se muestran la fuerza axial, la fuerza cortante y el momento flector en el diagrama
de cuerpo libre de la ofra parte de la viga.
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3. Procedimiento para determinar las fuerzas y momentos internos en una seccion
transversal particular de una viga

1. Determine las fuerzas y los momentos externos.

Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la viga y determine las reacciones en los soportes.
Sila viga forma parte de una estructura, debe analizar la estructura.

2. Dibuje el diagrama de cuerpo libre de una parte de la viga.

Corte la viga en el punto en que desee determinar las fuerzas internas y el momento, y dibuje
el diagrama de cuerpo libre de una de las partes resultantes. Se puede escoger la parte con
el diagrama mds sencillo. Si el corte divide una carga distribuida, no represente la carga dis-
fribuida por medio de una fuerza equivalente hasta haber obtenido el diagrama de cuerpo
libre.

3. Aplicar las ecuaciones de equilibrio

Use las ecuaciones de equilibrio para determinar P, V y M.
4. Diagramas de fuerza cortante y momento flector

El diseno de una viga requiere conocer las fuerzas y los momentos internos en ella. Son muy
importantes los valores mdximo y minimo de la fuerza cortante y del momento flector, y las po-
siciones en que se presentan, por ello veremos coémo determinar los valores de P, V y M en fun-
cién de x y presentaremos los diagramas de fuerza cortante y momento flector. “Sea una viga
simplemente soportada y cargada con una fuerza (Figura a). En vez de cortarla en una seccioén
especifica para hallar las fuerzas y el momento internos, la cortamos en una posicién arbitraria x
entre el extremo izquierdo y la carga F (Figura b)” (Bedford, 2000, p. 456).

Figura 24. Diagramas de fuerzas internas.
Fuente: Bedford, 2000, p. 457.

Los diagramas de fuerza cortante y de momento flector son simplemente las graficas de V y M,
respectivamente, en funcién de x. Estos diagramas nos permiten ver los cambios en la fuerza
cortante y en el momento flector a lo largo de la viga, asi como sus valores mdximo (menor
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cota de la fuerza o el momento) y minimo (mayor cota inferior).

Se puede determinar las distribuciones de las fuerzas y del momento internos en una viga con-
siderando un plano a una distancia arbitraria x del extremo y estableciendo P, Vy M como fun-
ciones de x. Segun la complejidad de la carga, deberdn dibujarse varios diagramas de cuerpo
liore para determinar las distribuciones sobre la longitud total (Bedford, 2000, p. 457)

5. Procedimiento para andalizar las distribuciones de las fuerzas y del momento
internos en una viga y graficar los diagramas de fuerza cortante y de momento
flector:

—_

Dibuje el DCL de la viga completa. Determine reacciones en los apoyos.

2. Corte la viga en una posiciéon arbitraria x y dibuje el DCL de la seccidon elegida mostrando
las cargas externas, las fuerzas internas y el momento flector (escoja la parte mds sencilla).

3. Escriba ecuaciones en funcién de x para la porcion elegida de la viga, registrando los va-
lores de V y M.

>

Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento flector.

Luego, los diagramas del ejemplo anterior son los siguientes:

Yy
I F
A /
\ S X
Tl 2
2 1 '
| 3L — gl
% | :
| I
1 I :
§F 1

Figura 25. Diagramas de fuerzas internas.
Fuente: Bedford, 2000, p. 457.

6. Relaciones entre carga distribuida, fuerza cortante y momento flector

La fuerza cortante y el momento flector en una viga sometida a una carga distribuida se rigen
por ecuaciones diferenciales simples. Deducimos esas ecuaciones y luego mostraremos que son
una manera interesante e instructiva de obtener los diagramas de fuerza cortante y de momen-
to flector, y que también son Utiles para determinar deflexiones en vigas.

av__.._ dM
dx =W dx 4
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Actividad N.° 1

- Interprete los efectos que se presentan en el interior de una viga frente a un estado de carga,
mediante el uso del método de secciones.

- Formule ecuaciones que pueden graficarse, de modo que describe el corte y el momento
internos a través de un elemento.

1. Parala viga mostrada:
a. Determine las ecuaciones de momentos y fuerzas cortantes para los intervalos:
<0;10> y<10;20>(pie).
5Cudl es el valor de la fuerza cortante y momento flector en x = 12 pie?
5Cudl es el valor del momento flector méximo?2
Grafigue los diagramas de fuerza cortante y momento flector.

® 2 9 T

Si se reemplaza la fuerza puntual por un par de 250 Nm en sentido horario en su misma
ubicacion, repita los items a, b, c y d.

2001b
, ¥V %400 Ib-pie
_é_ e _ét_

|« 10pie 10pie |

2. Para la viga mostrada apoyada sobre una superficie lisa:

Determine las ecuaciones de momentos y fuerzas cortantes.
5Cudl es el valor de la fuerza cortante y momento flector en x = 6 m2

5Cudl es el valor del momento flector méximo?2

o o T o

Grafique los diagramas de fuerza cortante y momento flector.

14 kN lz kN
|

R I

<—2m—>| —>|1m «—

-« 6m —

3. Para la viga empotrada mostrada:
Determine las ecuaciones de momentos y fuerzas cortantes.
5Cudl es el valor de la fuerza cortante y momento flector en x =3 me

5Cudl es el valor del momento flector méximo?

oo o ®

Grafique los diagramas de fuerza cortante y momento flector.

—_—
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<

100 Ib/pie

| 4

I —_—x

|<— 6 pie —>|«—— 6 pie——>

4. Para la viga mostrada:

a. Determine las ecuaciones de momentos y fuerzas cortantes para los intervalos: <0;4> y
<6;10>(m).

b. 5Cudl es el valor de la fuerza cortante y momento flectoren x =5 me
c. 3Cudl es el valor del momento flector méximo?
d. Grafique los diagramas de fuerza cortante y momento flector.

‘4—4 m—>

|
I 10 m [

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

e Bedford, F., & Fowler, W. (2000). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. México: Addison
Wesley Iberoamericana.

e Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(10a ed.). México: Mc Graw-Hill.

¢ Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (12a ed.). México: Pearson
Educacion.
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Fuerzas en cables

Tema N.°2

Figura 26. Puente Middle Bridge - Masachusetts.
Fuente: Tecnologia de estructuras. MacHannon, 2013.

En este tema comprenderemos en primer término que, por su combinacién Unica de resisten-
cia, poco peso y flexibilidad, las cuerdas y cables se utilizan a menudo para soportar cargas
y transmitir fuerzas en estructuras, mdquinas y vehiculos. Los grandes puentes colgantes estdn
soportados por enormes cables de acero. Los ingenieros utilizan cables para crear estructuras
estéticas con espacios interiores abiertos como estadios. Los cables se utilizan en muchas apli-
caciones de ingenieria como puentes colgantes, lineas de fransmisidn, teleféricos, contravientos
para torres altas, etc. Los cables pueden dividirse en dos categorias de acuerdo con las cargas
gue actuan sobre ellos: 1) cables que soportan cargas concentradas y 2) cables que soportan
cargas distribuidas.

1. Cables con carga concentrada

Para el estudio de estos cables, consideremos un cable unido a dos puntos fijos A y B que
soportan cargas concenfradas verticales P1, P2,... , Pn (figura 27a). Se supone que el cable es
flexible, esto es, que su resistencia a la flexion es pequena y se puede despreciar. Ademds,
también se supone que el peso del cable es susceptible de ser ignorado en comparacion
con las cargas que soporta. Por tanto, cualquier porcidon del cable entre dos cargas conse-
cutivas se puede considerar como un elemento sujeto a dos fuerzas y, por consiguiente, las
fuerzas internas en cualquier punto del cable se reducen a una fuerza de tensién dirigida a
lo largo del cable.

(Beer, 2013, p. 385)

a) b)

Figura 27. Cables con carga concentrada.
Fuente: Beer, 2013.
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También debemos suponer que cada una de las cargas se encuentra en una linea vertical
dada, esto es, que la distancia horizontal desde el apoyo A hasta cada una de las cargas
es conocida; ademds, también se supone que se conocen las distancias horizontal y vertical
entre los apoyos. Se busca determinar la forma del cable, esto es, la distancia vertical desde
el apoyo A hasta cada uno de los puntos C1, C2,..., Cn, y también se desea encontrar la
tensién T en cada uno de los segmentos del cable (Beer, 2013, p. 385).

Primero se dibuja un diagrama de cuerpo libre para todo el cable (figura 23b). Como la pendien-
te de las porciones del cable unidas en A y B no se conoce, cada una de las reacciones en Ay
B deben representarse con dos componentes. Por tanto, estdn involucradas cuatro incognitas y
las fres ecuaciones de equilibrio que se fienen disponibles no son suficientes para determinar las
reacciones en A y B. De esta manera, se debe obtener una ecuacién adicional considerando el
equilibrio de una porcién del cable. Lo anterior es posible si se conocen las coordenadas x e y de
un punto D del cable. Dibujando el diagrama de cuerpo libre del segmento AD del cable (figura
24a) y escribiendo yM_ =0, se obtiene una relacion adicional entre las componentes escalares
AX Yy Ay y se pueden determinar las reacciones en A y B. Sin embargo, el problema continuaria
siendo indeterminado si no se conocieran las coordenadas de D, a menos que se proporcionara
otrarelaciéon entre Axy Ay (o entfre Bx y By). Como se indica por medio de las lineas discontinuas
en la figura 2b, el cable podria colgar en varias formas posibles.

Una vez que se han determinado Ax y Ay, se puede encontrar facilmente la distancia vertical
desde A hasta cualquier punto del cable. Por ejemplo, considerando el punto C2, se dibuja el
diagrama de cuerpo libre de la porcidon AC, del cable (figura 27b). Si se escribe 3M, =0, se ob-
tiene una ecuaciéon que se puede resolver para y2.

Al escribir 3F .= 0y 3F,= 0 se obtienen las componentes de la fuerza T que representa la fension
en la porcidn del cable que estd a la derecha de C2. Se observa que Tcos 6= Ax; por tanto, la
componente horizontal de la fuerza de tensidn siempre es la misma en cualquier punto del cao-
ble. Se concluye que la tensidon T es mdxima cuando cos 6 es minimo, esto es, en la porcién del
cable que tiene el mayor dngulo de inclinacién. Obviamente, dicha porcidn del cable debe ser
adyacente a uno de los apoyos del cable.

P, Czﬁi'
<—X1—>| "_Xl"’l PZ
—x— — |

a) b)

Figura 28. Cables con carga concentrada.
Fuente: Beer, 2013.
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2. Cargas uniformemente distribuidas a lo largo de una linea horizontal

El cable principal de un puente colgante es un ejemplo de cable sometido a una carga
distribuida en una linea horizontal (Figura 28). El peso del puente estd (en forma aproximada)
uniformemente distribuido en la horizontal. La carga transmitida al cable principal por los
cables verticales se puede representar como una carga distribuida. Aqui veremos la forma y
la variacién de la tensidon en un cable como este (Bedford, 2010, p. 471).

Cable principal

(a) (b)

Figura 29. Cables con cargas uniformemente distribuidas.
Fuente: Bedford, 2000, p. 471.

Consideremos un cable suspendido sometido a una carga uniformemente distribuida a lo largo
de una linea horizontal (figura 29a). Ignoramos el peso del cable. El origen del sistema coorde-
nada estd en el punto mds bajo del cable. Sea y(x) la curva descrita por el cable en el plano x-y,
nuestro objetivo es determinar la curva y(x) y la tensién en el cable.

Forma del cable: Obtenemos un diagrama de cuerpo libre cortando el cable en su punto mds
bajo y en una posicion arbitraria x (figura 29b). El término T0 es la tensidén en el punto mds bajo
del cable y T es la tensidn en x. La fuerza hacia abajo ejercida por la carga distribuida es wx. De
este diagrama obtenemos las ecuaciones de equilibrio:

TcosO=T, (1)

Tsen® =w, (2)
Eliminamos la tensiéon T dividiendo la segunda ecuacién entre la primera, para obtener lo siguien-
te:
tanf = ¥ x = ax (3)
To
donde definimos la constante a = w/TO. La pendiente del cable en x es dy/dx = tan 6, porlo que
obtenemos una ecuacién diferencial que define la curva descrita por el cable:

d
Yy = ax (4)
dx
Hemos escogido el sistema coordenado de manera que, integrando la ecuacién anterior, se

obtiene:
_[g dy:J‘(y) ax dx (5)

Luego, enconframos que la curva descrita por el cable es la pardbola:
1 gv2
y=3 ax (6)
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(@)

x—>|

(b)

Figura 30. Cables con cargas uniformemente distribuidas.
Fuente: Bedford, 2000, p. 471.

Tension en el cable: Para determinar la distribucidn de la tension, elevamos al cuadrado ambos
lados de las ecuaciones (1) y (2) y las sumamos:

T=T,N1+dx*

La tensidn es minima en el punto mds bajo del cable y crece monotdnicamente con su distancia
al punto mds bajo.

Longitud del cable: En algunas aplicaciones es Ufil tener una expresion para la longitud del cable
en funciodn de x. Podemos escribir la relacion ds?= dx?+ dy?, donde ds es un elemento de longitud

del cable en la forma:
ds = 4/1+()%dx (8)

Sustituyendo la ecuacion (5) en esta expresidn e integrando, obtenemos una ecuacion para la
longitud del cable en el intervalo horizontal de O a x:

sz%{x 1+a2x?+ %ln[ax+\/1+a2x2]} 9

>
\ 4

Figura 31. Longitud s del cable en el intervalo horizontal de O a x.
Fuente: Bedford, 2000, p. 472.

3. Cargas uniformemente distribuidas en el cable

El peso de un cable lo somete a una carga uniformemente distribuida en toda su longitud. Si un
cable se somete a fuerzas iguales paralelas espaciadas uniformemente, la carga sobre el cable
suele representarse uniformemente distribuida en toda su longitud. Aqui veremos la forma asumi-
da por el cable y la variacion de su tensiéon.
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Supongamos que sobre un cable actia una carga distribuida que somete cada elemento ds
de su longitud a una fuerza w ds, donde w es constante. La figura 32 es el diagrama de cuerpo
libre obtenido al cortar el cable en su punto mds bajo y en un punto a una distancias. Toy T son
las tensiones en el punto mds bajo en s, respectivamente. La carga distribuida ejerce una fuerza
ws hacia abajo. El origen del sistema se halla en el punto mds bajo. Sea la funcidén x) la curva
descrita por el cable en el plano x-y, el objetivo es determinar y(x) y T.

Forma del cable: Del diagrama de cuerpo libre de la figura 5, obtenemos las ecuaciones de
equilibrio:

TsenB= ws (10)

Tcos6=T, (11)
Y

Figura 32. Cargas uniformemente distribuidas en el cable.
Fuente: Bedford, 2007.

Dividiendo la primera ecuacion entre la segunda, obtenemos

tan@ :% s=as (12)
0

donde definimos la constante a= w/T0, la pendiente del cable dy/ dx = tanB, por lo que

dy _
3¢ - 08 (13)

La derivada de esta ecuacién con respecto a x es

d d ds
x(F)=az  (14)

Por la relacién:
ds?= dx?+ dy?
podemos escribir la derivada de s con respecto a x como:
d
cﬁz\/l +(%)2=\/1+6 (15)
donde definimos o como la pendiente:

il

G_dx

Con la ecuacién (15), escribimos la ecuacién (14) como:

—
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S
Actividad N.° 2

Analiza las fuerzas en cables con cargas concentradas y con cargas distribuidas.

1. La distancia horizontal entre las torres de soporte del puente Golden Gate de San Francisco,
California, es de 1280m, como se muestra en la fotografia. Las cUspides de las torres estdn a
160 m sobre el punto mds bajo de los cables de soporte principales. Obtenga la ecuacién de
la curva descrita por los cables.

A L y=(391x10%")x2m
Wik e

2. El cable mostrado en la figura soporta una carga distribuida de 100 Ib/pie. ; Qué valor tiene
la tensién méaxima en el cable?

;l

20 pie

Y l

}100 b/ pie
y
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3. Elcable enlafigura 9.28 pesa 10 N/ m. La tensién en su punto mds bajo es de 50 N. Determine
la distancia h y la tensién maxima en el cable.

| 20m i

4. Unos ingenieros utilizan un cable para suspender una tuberia sobre un rio. La distancia entre
las torres es de 120 pies y el punto mas bajo del cable se encuentra 10 pies abajo de las
cuspides de las torres. El peso total de la tuberia suspendida es de 6000 Ib.

a. Determine la tensién mdxima en el cable suspendido.
b. Determine la longitud del cable suspendido.

5. El cable de la figura soporta un puente de ferrocarril entre dos tineles. La carga distribuida
esw=1MN/myh=40m.

a. 3Cudl esla tension mdaxima en el cable?

b. 3Cudl es la longitud del cable?

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

e Bedford, F., & Fowler, W. (2000). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. México: Addison
Wesley Iberoamericana.

e Bedford, F., & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estdtica. (3a ed.). México:
Addison Wesley Iberoamericana.

e Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(10a ed.). México: McGraw-Hill.

e Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdtica. (12a ed.). México: Pearson
Educacién.
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Momento de inercia

—
.

Tema N.°3

Figura 33. Vigas de acero estructural para edificios.
Fuente: Tecnologia de puentes. MacHanon, (2009).

La cantidad denominada momento de inercia aparece con frecuencia en los andlisis de pro-
blemas de ingenieria. Por ejemplo, los momentos de inercia de dreas se utilizan en el estudio de
fuerzas distribuidas y en el cdlculo de deflexiones de vigas. El momento ejercido por la presion
sobre una placa plana sumergida se puede expresar en términos del momento de inercia del
drea de la placa. En dindmica, los momentos de inercia de masa se usan para calcular los mo-
vimientos rotatorios de objetos. Para estudiar estas aplicaciones, los momentos de inercia deben
ser parte de nuestro vocabulario técnico.

En este tfema mostraremos cémo calcular los momentos de inercia de dreas simples o de cuer-
pos y luego usaremos resulfados llamados teoremas de los ejes paralelos para calcular los mo-
mentos de inercia de dreas o cuerpos mds complejos.

En el caso de vigas con cargas laterales, estas hacen que la viga se flexione; por tanto, la viga
debe serresistente a la flexion para soportar cargas. La resistencia a la flexion depende directa-
mente del momento de inercia del drea de su seccidn transversal. A mayor momento de inercia
la viga aumenta su resistencia. En condiciones reales, la forma de las secciones fransversales de
las vigas, como los pasos a desnivel carreteros, o de vias férreas, o de marcos de edificios estdn
configurados para tener grandes momentos de inercia.

Momentos de inercia de un drea

La propiedad del drea de una seccidon transversal que determina la resistencia a la flexion res-
pecto a un eje particular de una viga se denomina “momento de inercia del drea”.

Respecto a la figura se define lo siguiente:

y
A
* dA Ixzfysz
AT :
r y IJ/I\LX2
0 X

—_
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I = Momento de inercia del drea A respecto al eje x.
= Momento de inercia del drea A respecto al gje .

Se debe tener presente que los momentos de inercia son cantidades siempre positivas, no nulas,
y sus unidades son m4 (Sl), pie4 (sistema inglés).

2. Momento de inercia polar

Ademds de los momentos de inercia respecto a los ejes anteriores, para la rotacién de placas
se define respecto al polo O o gje z, donde r es la distancia perpendicular desde el polo hasta
el elemento dA:

10=/Ar2dA = I+ I,

Se verifica, dado que
ré =x2+y?
3. Radio de giro de un drea

El radio de giro de un drea respecto a un eje tiene unidades de longitud y es una cantidad que
se usa a menudo en mecdnica estructural para el diseno de columnas. Se determinan asi:

/I
kx:\/z; k, =.-%; kZ:\/E
A 4 A A

Los radios de giro son cantidades siempre positivas, no nulas, y sus unidades son m (Sl), pie (siste-
ma inglés).
4. Teorema de los ejes paralelos para un drea:

También llamado teorema de Steiner. El teorema de los ejes paralelos puede usarse para deter-
minar el momento de inercia de un drea con respecto a cualquier eje que sea paralelo a un gje
que pasa a fravés de su centroide y del cual se conozca el momento de inercia.

1

y y
<-—Xi>
dA \ 1,
y
d _ Voo
U
X

Li=1la+ Ad}| | I.= I, + Ad}
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Donde:

L+ Ly son los momentos de inercia del drea A respecto a los ejes centroidales.

"El momento de inercia de un drea con respecto a un eje es igual al momento de inercia del
drea con respecto a un eje paralelo que pase a través del centroide del drea, mds el producto
del drea y el cuadrado de la distancia perpendicular entre los ejes”.

5. Momentos de inercia de areas compuestas

Procedimiento:

Partes simples componentes

Con un croquis, divida el drea en sus partes componentes y formas conocidas, e indique la
distancia perpendicular desde el centroide de cada parte hasta el eje de referencia.

Teorema de los ejes paralelos

Si el eje centroidal para cada forma conocida no coincide con el eje de referencia, deberd
usarse el tfeorema de los ejes paralelos para determinar el momento de inercia de la parte
con respecto al eje de referencia. Para el cdlculo del momento de inercia respecto al eje
centroidal, use tablas de férmulas para regiones conocidas.

Suma

El momento de inercia de toda el drea con respecto al eje solicitado se determina por la
suma de los resultados de sus partes componentes con respecto a este eje.

Si una parte componente fiene un “agujero”, su momento de inercia se encuentra al restar
el momento de inercia del agujero de la suma de momentos de inercia de las demds partes
componentes que conforman el drea inicial.

—
w
w



Universidad
Continental

&
-

Propiedades de las figuras planas

2. Enjuta parabdlita

1. Triangulo
y

—— a—>|

C
|« b
3
I,= b;g (a?-ab +b?)
Ly= bI% (3q2.p)

3. Cuarto de circulo

34
y=h%2~i /i1
C‘ h
C l )

!
|

—
w
g

—X I >
l—R—| 2 b >
_ 8bh® _ 2bh*®
4 . L= 17 =47
I, = 1,=0.05488R I,= Iy=ﬁ [ — 19°h [ —2b%
Y™ 480 YT 5
_ 4 _ R* _ 2p2 2p2
I, = - 0.01647R L, = . L= b6g Ly = b6h

5. Cuarto de elipse

6. Sector circular

|
=
~3

3 4
I, = 0.05488ab? I,=1db I,=4% (2a-sin 2a)
— 3 _na’b _ R* ;
I, = 0.05488a° Iy_n1a6 Iy_8_ (2a + sin 2a)
L,= -001647a%h% Ly = a;bz I,=0
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Propiedades de las figuras planas (continuacion)

7. Region rectangular 8. Regidn circular
y y

h
4—2—>|

I :
h Ce — X
h c
2
X
P
i _bh® 7_bh j _
Ix=§ Iy—ﬁ Ixy—O I=y:ﬁ41 =0
bh®  _bh b*h? ) 4w
L=% L=7% =7
9. Tridngulo rectangulo 10. Region semicircular
y
«%—» y

X
| b -
ix=%3 iyz% z;y--%z [,=0.1098R* I,
3 2 R* _

11. Triangulo isésceles

X
| h h
1 2 Z
- 3 -
[=4 1y=%1 I,=0
Ixzﬂg Ixy=0

=
N

—_—
w
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Actividad N.° 3

Aplicar el tfeorema de los ejes paralelos para determinar el momento de inercia de los cuerpos
compuestos.

1. Para las secciones transversales de las vigas mostradas, ;cudl tiene mayor momento de
inercia respecto al eje x?

Yy l y

T 40 mm
144.2 - X
mm 120mm X

¢ |

|<—144.2—>| 40 mm
mm
T — 40|«
mm
«“«—200mm—>

2. Determinel yk,.

1
|/

120 1 J
mm g é&
mm
! N
D e
40 mm

<«~— 80 mm—

3. Determinel y k..

4 in

in/

12 in

16 in

—_—
w
D
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4. Halle el momento de inercia respecto al eje x del cuadrado sin el hueco circular y con él.

2R 2R

2R

2R

5. Halle los momentos de inercia del perfil en Z respecto a sus ejes centroidales x, y y,.

l <«—100 MM—>
20 mm
A
Yo
[
I
140 mm — T —Xo
[
—_ «—20 mm l
v 20 mm
<«—100 mMmm—> '

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

Bedford, F., & Fowler, W. (2007). Mecdnica para ingenieria: Estatica. (3a ed.). México:
Addison Wesley Iberoamericana.

Beer, F., Johnston, E., & Mazurek, D. (2013). Mecdnica vectorial para ingenieros: Estdtica.
(10a ed.). México: McGraw-Hill.

Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estdfica. (12a ed.). México: Pearson
Educacién.
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Método del trabajo virtual

Tema N.°4

Figura 34. Fuerzas ejercidas por cilindros hidrdulicos para posicionar un elevador.
Fuente: Beer, R. Mecdnica vectorial para ingenieros, 2013.

En el presente tema desarrollaremos una forma alternativa de analizar situaciones de equilibrio
de un cuerpo rigido. Por ejemplo, cuando se estira un resorte, el trabajo que se efectia se alma-
cena en el resorte como energia potencial. Al elevar una plataforma extensible se incrementa
su energia potencial gravitatoria. En este capitulo definimos el trabajo y la energia potencial y
presentamos un poderoso método basado en el principio del frabajo virtual. En algunos casos,
este principio se puede usar para analizar cuerpos y estructuras en equilibrio con mayor facilidad
que dibujando diagramas de cuerpo libre y planteando las ecuaciones de equilibrio (Bedford,
2010, p. 578)

El principio del frabajo virtual se usa en gran medida en aplicaciones avanzadas de mecdnica,
especialmente en el andlisis de elementos y estructuras deformables.

1. Trabagjo virtual

“El principio del frabagjo virtual es un enunciado sobre el frabajo efectuado por fuerzas y pares
cuando un cuerpo o estructura estd sometido a movimientos. Antes de estudiarlo, definamos el
concepto de trabajo” (Bedford, 2010, p. 579).

Trabajo. Consideremos una fuerza que actlda sobre un cuerpo en un punto P (figura 1a). Supon-
gamos que el cuerpo sufre un movimiento infinitesimal, de modo que P tiene un desplazamiento
diferencial dr (figura 1b). Enfonces, el trabajo dU de F como resultado’ del desplazamiento dr se
define como

du=Fadr (1)

De la definicién del producto punto, dU = (| F| cos®) | dr|, donde (6 es el dngulo entre Fy
dr (figura 1c). El trabajo es igual al producto de la componente de F en la direccién de dr

—_—
w
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y la magnitud de dr. Note que, sila componente de F paralela a dr apunta en la direccion
opuesta a dr, el trabajo es negativo. También, si F es perpendicular a dr, el frabajo es nulo.
Las dimensiones del frabajo son (fuerza) x (longitud). Consideremos ahora un par que ac-
tUa sobre un cuerpo (Fig. 2a). El momento debido al par es M = Fh en sentido antihorario.
Si el cuerpo gira un dngulo da infinitesimal antihorario (Fig. 1b), los puntos de aplicacion
de las fuerzas se desplazan distancias diferenciales 0.5hda, Enfonces, el tfrabajo total rea-
lizado es dU = F(0.5h da) + F(0.5h da)= M da. (Bedford, 2000, p. 558).

Vemos que cuando un cuerpo sobre el que actiua un par M gira un dngulo da en el mismo sen-
tido que el par (figura 2c), el trabajo resultante es el siguiente:

duU =M da (2)

F F F.

\

\
0 \\
P —ar P \__,J
A

N M IFl cos®

(a) D) ()

Figura 1.a) Fuerzas F actuando sobre un cuerpo, b) Desplazamiento dr de P, c) Trabajo dU.
Fuente: Bedford, 2000, p. 558.

Si el sentido del par es opuesto al sentido de da, el trabajo es negativo.

h

>da
F /2
N

(9

Figura 35. a) Par que actla sobre un cuerpo, b) Giro infinitesimal del cuerpo, c) Un par M que
actua sobre un cuerpo que gura un dngulo da.
Fuente: Bedford, 2000, p. 558.

2. Principio del trabajo virtual

Ya que hemos definido el tfrabajo efectuado por fuerzas y pares, podemos establecer el princi-
pio del trabajo virtual. Pero antes analizaremos un ejemplo que facilite su comprensién.

La barra homogénea (a) estd soportada por la pared y el soporte de pasador en A, y cargada
por un momento par que llamaremos M. Luego, el DCL de la barra se observa en la figura (b). Las
ecuaciones de equilibrio correspondientes son las que presentamos a continuacién (Bedford,
2000, p. 559):

> F =A-N=0 (3)

—
w
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2F,=A,-W=0 (4)
2M,,.,4 = NLsena- 0.5 WLcosa-M =0 (5)

A partir de estas tres ecuaciones, podemos encontrar las reacciones A, A, y N. Pese a ello,
nuestro propdsito es ofro.
y

Figura 36. a) Barra sometida a un momento par M, b) Diagrama de cuerpo libre de la barra.
Fuente: Bedford, 2000, p. 559.

A partir de la figura 3, analizaremos con la siguiente pregunta: silas fuerzas y el par de la figura 3b
actlan sobre la barra, y esta se somete a una traslacién infinitesimal hipotética en la direccion
X, como se muestra en la figura 4, squé trabajos efectia? El desplazamiento hipotético se llama
desplazamiento virtual de la barra, y el frabajo resultante U se llama trabajo virtual. El soporte
de pasador y la pared impiden que la barra se desplace en la direccién x. Aungue el desplaza-
miento virtual es un artificio tedrico, nuestro objetivo es calcular el tfrabajo virtual resultante:

SU=AS+ (-N)bx = (A-N)6x  (6)

y

Figura 4. Desplazamiento virtual é6x.
Fuente: Bedford, 2000, p. 559.

Las fuerzas Ay y W no trabajan porgue son perpendiculares a los desplazamientos de sus pun-
tos de aplicacion. El momento M tampoco trabaja porque la barra no gira. Comparando esta
ecuacién con la ecuacién (3), encontramos que el frabajo virtual es igual a cero. A continua-
cién, damos a la barra una fraslacién virtual en la direccién y (figura 5). El trabajo virtual resul-

tante es:
SU = Ag + (-W)dy = (4,-W)éy (7)
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A

X
A
J_y
X
Figura 37. Desplazamiento virtual dy.
Fuente: Bedford, 2000, p. 559.

Segun la ecuacién (4), de nuevo el trabajo virtual es igual a cero.

Finalmente, damos ala barra un giro virtual manteniendo el punto A fijo (34a). Las fuerzas A, y A,
no trabajan porque sus puntos de aplicacién no se desplazan. El trabajo efectuado por el par M
es - M ba porque su sentido es opuesto al del giro. En la figura é6b se muestran los desplazamientos
de los puntos de aplicacién de las fuerzas Ny W, en la figura 6c aparecen las componentes de
las fuerzas en la direccidn de los desplazamientos. El frabajo efectuado por N es (Nsena)(L6a), y
el trabajo efectuado por W es (-Wcosa)(1/2 Léa). Luego, el frabajo total es

6U = (Nsena)(Léa) + (-W cosa)(+L6a) - M Sa
6U = ( NLsena -%WLCOSO( -M) 6a  (8)

De la ecuacién (5), el frabajo virtual debido al giro virtual es también igual a cero.

Nsen o
Wecos a.

Figura 38. a) Giro virtual §a , b) Desplazamientos de los puntos de aplicacion Ny W,
c) Componentes de Ny W en las direcciones de los desplazamientos.
Fuente: Bedford, 2000, 560.

Por tanto, de lo anterior, se mostré que, para tres desplazamientos virtuales de la barra, el trabajo
virtual es cero. Estos resulfados son ejemplos de una forma del principio del trabajo virtual:

Si un cuerpo esté en equilibrio, el trabajo virtual efectuado por las fuerzas y los pares externos que ac-
tlan sobre él es cero para cualquier traslacion o giro virtual:

6U=0

—
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Como lo ilustra nuestro ejemplo, este principio se puede utilizar para deducir las ecuaciones de
equilibrio de un cuerpo. Sometiendo la barra a traslaciones virtuales éx y 6y y a un giro virtual 6a,
se obtienen las ecuaciones (6) - (8). Como el frabajo virtual debe serigual a cero en cada caso,
obtenemos las ecuaciones (3) - (5). Sin embargo, no obtenemos ninguna ventaja con este mé-
todo comparado con simplemente dibujar el diagrama de cuerpo libre y aplicarle las ecuacio-
nes de equilibrio en la forma usual. Las ventajas del principio del trabajo virtual serdn evidentes
cuando consideremos estructuras.

3. Aplicacion a estructuras

Gracias al principio del trabajo virtual enunciado en la seccién anterior, tenemos aplicaciones al
andlisis de cada elemento de una estructura.

Sometiendo ciertos tipos de estructuras en equilibrio a desplazamientos virtuales y calcu-
lando el tfrabajo virtual total, podemos determinar las reacciones desconocidas en sus so-
portes, asi como las fuerzas internas en sus elementos. El procedimiento implica encontrar
un desplazamiento virtual que dé origen a la realizacién de trabajo virtual por parte de las
cargas conocidas y por parte de una fuerza o un par desconocido.

Supongamos que queremos determinar la carga axial en la barra BD de la armadura de
la figura 7a. Las ofras barras de la armadura estdn sometidas a la carga de 4 kN y a las
fuerzas ejercidas sobre ellas por la barra BD (figura 7b). Si damos a la estructura un giro vir-
tual 6a como se muestra en la figura 7c, entonces la fuerza T, que actua en By la carga
de 4kN que actua en C redlizardn un trabajo virtual. Ademds, el trabajo virtual hecho por
esas dos fuerzas es el frabajo virtual total hecho sobre los elementos de la estructura, pues
el frabajo virtual realizado por las fuerzas internas entre si se cancela.

Por ejemplo, consideremos la junta (figura 7d). La fuerza T, es la carga axial en el elemen-
to BC. El frabajo virtual realizado en C sobre el elemento BC es T, (1.4 m) T, (1.4m)éaq.
Cuando sumamos el frabajo virtual realizado sobre los elementos para obtener el trabajo
virtual total sobre la estructura, el trabajo virtual debido a la fuerza interna T, . se cancela.
(Si los elementos ejercen un par interno entre si en C, por ejemplo, como resultado de la
friccidon en el soporte de pasador, el tfrabajo virtual no se cancelaria) (Bedford, 2000, p.
561).

Por consiguiente, podemos ignorar las fuerzas internas al calcular el trabajo virtual total sobre la
estructura. Entonces, obtenemos lo siguiente:

8U=(T,, cos8)(1.4m)8a+(4kN)(1.4m)5a=0

El 4ngulo 8 =arctan (1.4/1) = 54.5°
Finalmente, resolviendo la ecuacion indicada, obtenemos:

T,,= -6.88 kN

—
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4kN
4 kN B (6) —
[— fﬁ_ >
B N— C ¢
Tep
1.4 m
Tep
AR D
— . . LD
() ®)
(1.4 m)da
~ 4 kN
% ¢

(d)

G

Figura 39. a) Armadura con carga, b) Fuerzas ejercidas por la barra BD, ¢) desplazamiento vir-
tual de la estructura d) Cdlculo del trabajo virtual sobre las barras BC y CD en la junta C.
Fuente: Bedford, 2000, 561.
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Actividad N.” 4

Aplique el principio del trabajo virtual para determinar las fuerzas en estructuras.

1. Determine la reacciéon en el punto B de la figura. Estrategia: Someta la viga a un giro virtual
respecto al punto A.

P 300 N-m/\ B
A ] /og'
[ )
< S5m }|

2. Determine la tensidn en el cable mostrado.

A TZOO b
60°
_— / =\ D
—8 pulg—l 16 pulg

3. En la estructura de la figura, use el principio del frabajo virtual para determinar la reaccion
horizontal en C.
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4. Para la estructura mostrada:

a. Determine el par gjercido sobre la viga en A.
b. Determine la fuerza vertical ejercida sobre la viga en A.

200 N-m 100N
A 30°

< 2m >

El mecanismo mostrado estd en equilibrio. Determine la fuerza R en funcién de F.

1 m—>|<—1 m—>|«—1 m-»l
14 kN 16 KN
A B
: : b I
/ 2m
(e] (e} o l
F E D

Lectura seleccionada n° 4: El puente golden gate de san francisco

Rodriguez, E. (2013). El puente Golden Gate de San Francisco. Fieras de la ingenieria. Disponible en
http://www.fierasdelaingenieria.com/el-puente-golden-gate-de-san-francisco/

—
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IEI Glosario de la Unidad VI

1. Cargas internas

En un elemento estructural actian cargas externas, concentradas o distribuidas, las que actian
sobre el elemento y producen efectos internos, al interior del elemento ocurren efectos que son
importantes de conocer, puesto que mejora el diseno de un elemento evitando deformaciones
no deseadas.

2. Cable con carga concenirada

Cable que soporta o suspende cargas en puntos especificos a lo largo de su longitud, inclusive en
sus extremos. Su andlisis en ocasiones desprecia el peso del propio cable.

3. Cables con carga distribuida

Cable gue soporta cargas que actuan en forma distribuida en toda la extensién del cable o alo
largo de cierta extension del mismo.

4. Fuerza cortante

Fuerza causante de la rotura o quiebre de un elemento estructural. Esto se debe a las cargas ex-
ternas que actuan sobre el elemento y producen efectos internos, entre ellos el corte, que consiste
en una desviacién transversal, es decir, la rotura.

5. Momento flector

Momento causante de la flexion de un elemento estructural. Esto se debe a las cargas externas
gue actuan sobre el elemento y producen efectos internos, entre ellos la flexion, que consiste en
un encorvamiento fransversal.

6. Momento de inercia de un area

La propiedad del drea de una seccidn transversal que determina la resistencia a la flexion respec-
to a un eje particular de una viga se denomina momento de inercia del drea.

7. Teorema de los ejes paralelos

Teorema que relaciona los momentos de inercia de un cuerpo respecto a un eje cualquiera con
los momentos de inercia del mismo respecto a los ejes que pasan por su centroide.

8. Trabajo. Trabajo mecdnico

Consideremos una fuerza que actia sobre un cuerpo en un punto dado y que esta fuerza logra el
desplazamiento de este cuerpo, entonces decimos que la fuerza ha realizado trabajo mecdnico.

9. Trabajo virtual

El principio del trabajo virtual es un enunciado sobre el tfrabajo efectuado por fuerzas y pares
cuando un cuerpo o estructura estd sometido a movimientos.

10. Viga

Elemento estructural disenado para soportar cargas variables, concentradas o distribuidas.
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1. Determine la fuerza cortante en el punto C de la viga si F= 40N y L=16m.

1

10N
20
30
40
80

moow?>»

2. En el problema anterior determine el momento flector en el punto C.
A. 10Nm

20

30

40

80

moow

3. Parala viga en voladizo mostrada, determine la magnitud de la fuerza cortante maxima.

300 N/m

< 6m >
A. 900N
B. 200
C. 300
D. 400
E. 800

4. En el problema anterior determine el momento flector en el punto C.
A. 3600 Nm

2000

3000

- 4000

8000

moow
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5.

El cable usado para suspender la base lineal del puente sobre elrio tiene dos torres separadas 36m
que soportan dicho cable. El punto mas bajo del cable estd a 1,4m debajo de la parte superior
de las torres. La masa de la base lineal suspendida es 2700 kg. Determine el valor de la tension
maxima en el cable.

rarar
S
b

kroegez-

560.6N
200.7

86 200
40000
80 567

mooOow?>»

En el problema anterior, ;cudl es la longitud del cable suspendido?

A. 56.66 m
20.75
36.14
40.00
80.56

moOoWw

Considere para los problemas 7 y 8 la siguiente figura:

y

11

I
5 mm
7.5 mml|~ l
|

115m

SOElﬁm
Determine el momento de inercia del drea de la seccién transversal de la viga con respecto al
eje x.
A. 52.7 x 106 mm4
20.8
36.1
40.0
2.51

moOoOow
o
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8. Determine el momento de inercia del drea de la seccién transversal de la viga con respecto al
ejey.
A. 52.7 x 106 mm4

20.8

36.1

40.0

2.51

mOoOow

Considere para los problemas 9 y 10 la siguiente figura:

Siendo W =100 Ib, a = 4m y cuando 6=30°, ignore los pesos de las barras.

9. Calcule el par C0 que soportard la carga W (en sentido horario).

A. 100 Nm
300
361
400
251

mooOow

10. Calcule el par C0 que soportard la carga W si 6=40°.

347.1 Nm
300.2
361.3
405.4
251.5

moowp>»

NOTA: Los ejercicios han sido extraidos de los textos siguientes:

¢ No hay ninguna fuente en el documento actual.
* No hay ninguna fuente en el documento actual.

* Hibbeler, R. (2013). Mecdnica para ingenieros. Estatica. (12a ed.). México: Pearson Educacion.
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o
UNIDAD I

Nimero Respuestas
] B
2 A
3 A
4 E
5 D
6 A
7 B
8 B
9 D
10 E

[\

Nimero Respuestas
] B
2 B
3 C
4 D
5 E
6 A
7 B
8 A
9 B
10 C

—_
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Nimero Respuestas
1 C
2 B
3 E
4 D
5 D
6 B
7 C
8 B
9 A
10 B

[\

Nimero Respuestas
1 A
2 D
3 A
4 A
5 C
6 C
7 A
8 E
9 D
10 A
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Huancayo
Av. San Carlos 1980 - Huancayo
Teléfono: 064 - 481430

Lima
Jr. Junin 355 — Miraflores
Teléfono: 01 - 2132760

Cusco
Av. Collasuyo S/N Urb. Manuel Prado — Cusco
Teléfono: 084 — 480070

Arequipa
Calle Alfonso Ugarte 607 — Yanahuara
Oficina administrativa: Calle San José 308 2° piso - Cercado
Teléfono: 054 - 412030
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